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AVERTISSEMENT DE L'ÉDITEUR. 



Ce Volume contient trois fois autant de matière que le Calcul 
graphique de l'édition italienne. Il se compose de Chapitres et 
d'Appendices. 

Les Chapitres correspondent au texte italien primitif, dont 
quelques parties ont été augmentées, quelques autres refondues, 
par l'Auteur lui-même ou avec son concours. 

Les Appendices et les Notes finales ont été consacrés, par le 
Traducteur, tantôt à un plus grand développement des sujets 
traités dans le corps de l'Ouvrage, tantôt à l'exposé de recherches 
récentes, disséminées dans un grand nombre de publications pé- 
riodiques françaises et étrangères. Ces additions portent princi- 
palement sur les procédés en usage pour la représentation gra- 
phique des phénomènes naturels et des relevés de statistique; sur 
les applications de la Géométrie anamorphique à la construction 
et à la transformation des abaques ; sur la résolution graphique 
des équations numériques de tous les degrés; sur la construction 
des Tables graphiques pour la détermination des aires de profils 
en travers et des largeurs d'emprises; sur le calcul graphique des 
mouvements de terres; sur les diverses méthodes d'intégration 
graphique; sur la construction des courbes paraboliques et hyper- 
boliques de tous ordres; sur quelques applications du système 
des coordonnées tangentielles et sur un certain nombre de pro- 
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blêmes graphiques dont la connaissance peut être utile aux Ingé- 
nieurs» 

Dans les parties des Appendices dont la substance a été em- 
pruntée à divers auteurs, on ne s'est assujetti ni au respect trop 
absolu des méthodes très variées, tantôt géométriques, tantôt 
analytiques, que ces auteurs avaient adoptées, ni à la condition, 
quelquefois difficile à remplir, de conformer trop systématique- 
ment tous les sujets à un seul et même moule. Mais on a eu soin 
de rattacher, par une chaîne continue, toute la suite des démon- 
strations aux propriétés précédemment établies delà Géométrie de 
position et du Calcul graphique. On a pu ainsi, tout en abré- 
geant le discours, créer, pour le fond comme pour la forme, une 
parenté plus directe entre les Appendices et le texte primitif. 

Les occupations professionnelles de M. P. Terrier, et les re- 
cherches qu'il a dû faire pour la préparation des Appendices, ne 
lui ont pas permis, à son grand regret, de mener l'impression aussi 
rapidement qu'il l'aurait désiré. Par suite, les citations bibliogra- 
phiques, poussées jusqu'en i885 dans les dernières feuilles, se 
trouvent arrêtées, dans les premières, à des dates un peu moins 
récentes. 

Les Notices hors texte n'ont pas été, d'ailleurs, exclusivement 
consacrées à la bibliographie. Elles contiennent aussi un résumé 
historique des principales questions. 

G.-V. 
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CocftiiiBHT, Le Calcul par le traita etc. ; Paris, iSjo, p* 9-24. — Eggbrs, Grundzûge, 
einer graphiscken jirUhmetik ; Schaffhausen, ]865, p. 8-1 6* — Culhànn, Die gra~ 
phische Statih; Zurich, 1866, p. 3-x2. — Jâgbr, Das grapkiscke Rechnen ; Speyer, 
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I. — Règle des signes. Gonventioiis. 

1. La ligne droite s'étend indéfiniment dans les deux direc- 
tions opposées suivant lesquelles un mobile peut la parcourir. 



(') Les citations qui se rapportent aux numéros de la Géométrie de position sont 
distinguées par un G placé en avant du numéro cité. 

I 
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C'est à ce point de vue général qu^on la considère, en Géométrie, 
quand on s'occupe des relations purement descriptives des figures 
(G. 1 ,34), sans avoir égard aux rapports de grandeur. 

Mais Tétude des propriétés métriques conduit à considérer des 
portions finies de lignes droites, qu'il n'est possible de distinguer, 
sur les droites indéfinies qui les contiennent, qu'à la condition 
de leur assigner deux limites. Toute portion de droite ainsi limitée 
est une grandeur déterminée : constante quand les points qui la 
terminent restent fixes, variable quand ces points subissent un 
écartement ou un rapprochement relatif. 

Mais, pour qu'une portion de droite soit complètement donnée, 
il ne suffit pas que sa grandeur absolue et sa position soient déter- 
minées par ses points extrêmes. La droite présente en effet deux 
directions opposées, qui diffèrent entre elles de i8o®; il est donc 
nécessaire d'indiquer, en conformité d'une convention préalable, 
les directions effectives des segments de droites sur lesquels on 
doit opérer. 

2. Un segment de droite étant compris entre deux points 
A et B, on convient de le désigner par AB ou par BA selon qu'il a 
son origine en A ou en B. On convient, en outre, de considérer 
comme positifs tous les segments d'une droite qui sont dirigés 
dans un certain sens, à partir de leurs origines, et comme néga- 
tifs {*) tous ceux qui sont dirigés en sens contraire. Dans le cal- 
cul, on affecte les premiers du signe -+- et les seconds du signe — . 

Si l'on admet, par exemple, que le segment compris entre Aet B 
est positif quand on le représente par AB, le même segment sera 
négatif quand on le représentera par BA, en sorte qu'on aiv*a 

AB-f-BA=ro, 

AB = — BA, 
BA = — AB. 

Trois points A, B, G, situés dans un ordre quelconque sur une 
droite, donnent toujours lieu à la relation 

(i) AB-t- BCH-CA=ro. 

(') Voir, dans la première Partie, Géométrie de position, la note de la page 87. 
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Si Ton suppose, eh effet, que les deux points A et B restent 
fîxes, l'ordre des trois points dépendra de la position qu'on attri- 
buera au troisième point G. Ce point peut être à l'extérieur du 
segment AB et à droite, ou à l'extérieur et à gauche, ou sur le seg- 
ment même. De là trois cas, correspondant aux trois séries (A, B, G), 
(C, A, B), (A, G, B). On passe d'une série à l'autre par la permu- 
tation de deux lettres, et cette permutation n'altère pas l'équa- 
tion (i). 

Il suit de là que le théorème, vérifié pour l'un des trois cas, 
s'étend aux deux autres. 

Prenons les trois points dans l'ordre A, B, G de la première 
série; les trois segments AB, BG, AG ont même signe et la somme 
des deux premiers est égale au troisième, c'est-à-dire qu'on a 

AB-f-BG=rAC. 
Mais 

AG = — CA ; 
donc 

AB -+- BC 4- CA = o. 

Des points A, B, G, D, . . . , F, situés en nombre quelconque 
et dans un ordre quelconque sur une droite y donnent toujours lieu 
à la relation 

AB -+- BC -+- CD 4- . . . -h FA — G. 

Supposons, en effet, que la proposition soit vraie pour n points 
A, B, G, ...,£, c'est-à-dire qu'on ait la relation 

AB -h BC 4- . . . 4- DE -4- EA = o, 

et considérons un point de plus F. Les trois points A, E, F four- 
nissent la relation 

AE-+-EF4-FA = o. 

Ajoutons les deux équations membre à membre, en observant que 
EA = — AE; nous aurons 

AB H- BC 4- . . . -h DE -f- EF -h FA == o. 

Donc, si la proposition est vraie pour n points, elle l'est aussi 
pour /i4- I, et la démonstration que nous avons donnée pour trois 
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points peut être successivement étendue à un nombre quelconque 
de points. 

La convention des signes, établie pour les segments, peut être 
étendue aux angles. 

On prend pour origine d^un angle Tun ou TauCi'e de ses côtés 

a et by et Ton convient de désigner Tangle par ab ou par ba selon 
qu^il a pour origine a ou b. 

Un angle peut être construit à droite ou à gauche de Tun de 
ses côtés a pris pour origine, c'est-à-dire à droite ou à gauche 
d'un observateur qui placerait son œil au sommet de Tangle et 
qui donnerait à son rayon visuel la direction du côté a. 

On convient de considérer comme positifs tous les angles qui 
s'étendent, à partir de leurs origines respectives, de gauche à 
droite, c'est-à-dire dans le sens de rotation déterminé par le mou- 
vement des aiguilles d'une montre ; les angles qui s'étendent dans 
le sens opposé sont alors considérés comme négatifs (^). 

II. — Propositions préliminaires. 

3. On indique ordinairement la direction d'un segment de 
pj , droite en plaçant un petit cercle à l'ex- 

o trémité prise pour origine [fig* i) ; mais 

l'emploi de ce signe n'est pas possible 
dans le cas d'une droite indéfinie, et 
l'indication d'origine ne suflit pas pour 
déterminer la direction quand on con- 
sidère plusieurs segments d'une même 
droite. On indique alors les directions par des flèches. Dans le 

p. ^ cas de la fi g, 2, par exemple, 

i^ i^ les flèches désignent les direc- 

tions opposées des segments 




.^ , 1 <' 



égaux /| et /,. 



(*) Pour plus de déTeloppements sur la règle des signes, on pourra consulter, outre 
les Ouvrages cités dans le sommaire du présent Chapitre, le Traité de Géométrie 
supérieure de Chaslbs, Chap. I (a* édition, conforme à la i'*, 1880; Paris, Gauthier- 
Villars). 



PROPOSITIONS PRELIMINAIRES. 



Deux segments égaux, parallèles et dirigés dans le même sens 
sont dits équipollents ( * ). 



(*) Bellatitis, à qui Ton doit cette expression, a proposé de représenter par le 
signe A l'ensemble des conditions qu'elle définit. Les premières recherches de Bbl- 
LATrris sur la méthode des équîpollences dnt été publiées dans les Jnnali délie Scienze 
fiel regno Lombardo-yeneto, t. II, p. 35o-q53 ; PadoTa, iSSa. L'auteur y présente la 
nooTelle méthode comme une sorte de dérivation conduisant des propriétés des points 
d'une même droite à celles des points d'un même plan. Du théorème très généra] 
qui constitue cette dériTation il déduit, comme corollaires, le théorème de Pttbagor£ 
sur le triangle rectangle et diverses autres propositions sur le quadrilatère inscrit au 
cercle, sur le quadrilatère dont deux angles opposés sont complémentaires, sur le 
point d'où les côtés d'un triangle sont tus bous des angles supérieurs de 60* à ceux 
du triangle lui-même, sur les quadrilatères harmoniques et sur le centre harmonique 
d'un nombre quelconque de points par rapport à un point fixe; il généralise les pro* 
priétés de l'hexagone déterminé par les inyolutions positives dans le quadrilatère 
complet; il établit enfin la relation entre les foyers et les diamètres conjugués de 
l'ellipse, et quelques propriétés de l'espace. 

D'autres applications, relatives aux courbes et aux propriétés du point de concours 
des hauteurs d'un triangle, figurent dans un second Mémoire, présenté par Bella- 
viTU à l'Athénée de Venise en i833. Un extrait de ce Mémoire a été publié sous ce 
titre : Sopra alcune appllcazioni di un nuovo metodo di Geometria analieica, estratto 
di una 3iemoria presentata alV Ateneo di Venezia da Giusto Bellavitis di Bassano, 
clans \e Poligrafo,giornaledi Scienze, Lettereed jérti, t. Wll, p. 53-6i; Verona, i833. 

Dans un troisième Mémoire, Saggio di applicazioni di un nuovo metodo di Geome^ 
tria analitica, Caleolo délie equipollenze {Ànnali délie Scienxe del regno Lomhardo' 
Veneto, t. V, i835, p. 3/|4-a5g), Billavitis indique les avantages de sa nouvelle mé- 
thode, compare les solutions qu'elle fournit immédiatement à celles qu'on obtient 
par d'antres voies et propose de substituer l'expression à^ équîpollences à celle Adéqua- 
tions géométriques. 

Dans une quatrième publication, faite en 1837 {Metodo délie equipollenze, dans 
les Ânnali délie Scienze del regno Lombardo-Keneto, t. VII, 1837, p. 343-a64)t le sa- 
vant géomètre expose les principes fondamentaux et les règles essentielles de sa mé- 
thode. 

Un nouveau Mémoire, publié en i843 {Soluzioni grafiche di problemi geometrici del 
primo e del secondo grade ^ trovate col metodo délie equipollenze, dans les Memorie 
delV /. il. Istituto Fenetodi Scienze^ Lettere ed jirti, t. 1, p. 235-167; Venezia, i843), 
contient l'application des équipollences à la solution graphique d'un grand nombre 
de problèmes de Géométrie. Toutes ces solutions reposent sur la construction d'une 
équipollence trinôme et permettent une application facile du calcul trigonomé- 
trique. 

L'exposé le plus complet que Bbllavitis ait fait de sa méthode a été publié en i8ô5 
(dans les Memorie di Matematica edi Fisica délia Società Italiana délie Scienze, rc" 
sidente in Modena, t. XXV, 11* Partie, p. aaS-Sog; Modena, i855), sous le titre de 
Sposizione del metodo délie equipollenze, Memoria del Socio attuale Prof, Giusto 
Bellavitis, M. G.-A. Laisant a donné une traduction française de ce Mémoire dans les 
Nouvelles Annales de Mathématiques, 1* série, t. XII et XIIl; Paris, 1873 et 1874; ti- 
rage à part chez Gauthier-Villars ; Paris, 1874. Le D' C. Zaoradxir en a publié une 
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III. — Somme et différence de droites. 

4. Les opérations les plus simples, parmi celles qu'on peut 
efTectuer graphiquement, sont l'addition et la soustraction. 



traduction en langue tchèque {Methoda equipoUenci cili rovnic Geometrickijch, sepsat 
Giusto Bellavitis, etc. Ciske Vydani Usporodal D^ Kabel Zabradiiik, K, Praxe tUkem 
dra Ed, Grégra^Nakladem Jtdnoty Ceskjch Mathematiki, 1874)* 

Voir le résumé que Bellavitis à donné de ses nombreux trayaux sur les équipol- 
lences dans la Quarta Parte délia Duodecima Rivista di giornali {^Atti del Reale Isti- 
tuto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, 5* série, t. I, p. ii/|7-i3o3; Venezia, 1874 et 
1875). Voir aussi la Notice historique du même auteur, Sulle origini del metodo délie 
equipollenie {Memorie del Reale Utituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti, t. XIX, 
p. 449~49> ; Venezia, 1876), et l'étude de M. J. Hoijel, Sur le calcul det équipollences, 
nouvelle méthode d*analjrse géométrique de if. Bellavitis; Paris, Gauthier-Villars, 1869. 

Nous avons parlé ailleurs des travaux de MObics. A côté de ce savant et de Bel- 
lavitis, il convient de citer Heriiann GiussiiÀiiif, dont les recherches sur la même 
question ont une très haute importance. Le premier Ouvrage de Grasskahn a pour 
titre : Die JV issenschaft der extensiven Grosse oder die Ausdehnungslehre^ eine neuc 
mathematische Disciplin dargestellt und durch Anwendungen erlaiiiert, Erster Theil : 
Die lineale Àusdehnungslehre enthaltend; Leipzig, i844< La Préface de la première 
Partie contenait le plan de la seconde, qui n'a jamais été publiée séparément. Geass- 
MANH, en efiet, attribuant le peu de succès de la première aux difficultés que présen- 
tait l'étude d'un Traité plus philosophique que mathématique, refondit complètement 
son travail. Ses recherches antérieures, publiées dans les volumes XXI Y, XXV, XXXI, 
XLII, XLIV, XLVIII, LU du Journal fur die reine und angewandte Mathematik de A. 
Cbelle (r843-i846) et dans un Mémoire séparé (Geometrische Analyse ^geknûpft an die 
von Leiànitz erfundene Charakteristik^ gekrOnte Preisschrift ; Leipzig, 1847)1 lui four- 
nirent des matériaux pour un nouvel Ouvrage très remarquable, qu'il publia en 186a, 
avec ce titre : Die Ausdehnungslehre, Grassmanm a donné plus récemment, dans les 
Mathematische Annaîen (VU Bd, 1874 ; XII Bd, 1877), trois Mémoires parmi lesquels 
nous signalerons, comme se rapportant plus particulièrement à notre sujet, celui qui 
a pour titre Die Mechanik nach den Principien der Ausdehnungslehre. Un dernier 
Mémoire, non moins intéressant, a été publié, après la mort de Geassiiaiim, dans le 
Journal de Crelle (84 Bd). Ce savant émérite a trouvé un interprète digne de lui en 
la personne du professeur Victor Schlegel, dont les Ouvrages ont puissamment aidé 
ù la vulgarisation de la nouvelle doctrine ( Untersuchungen ûber eine Flàche dritter 
Ordnung mittelst der Grassmann'schen Ausdehnungslehre und als Einleitungin dieselhe; 
sans date. — Sjrstem der Raumlehre nach den Principien der Grassmann*schen Aus- 
dehnungslehre und als Einleitung in dieselbe dargestellt. Erster Theil : Géométrie. Die 
Gebiete des Punktes, der Geraden, der Ebene; Leipzig, 1873. Zweiter Theil : Die Ele- 
mente der modernen Géométrie und Algebra; Leipzig, 1875). Scblbgbl a publié, en 
outre, un grand nombre de Notes et de Mémoires sur le même sujet dans le Zeit'" 
schrift fur math. u. natur. Unterricht {\\ Jahrg., 1871, et X Jahrg., 1879), dans les 
Mathematische Annalen (VI Bd., 1873), dans le Zeitschrift fSr Mathematik u. Physik 
(XXI Jahrg., 1876; XXÏll Jahrg., 1878; XXIV Jahrg., 1879). 

Après Herkanm Grasshaïin lui-même et Schlegel, on doit citer, pour leurs travaux 
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Ces opérations portent en général sur des lignes droites. Aussi 
devra-t-on, quand il s^agira d'aires, de volumes, de forces ou 
d'autres grandeurs quelconques, représenter ces grandeurs par des 
lignes droites ou les réduire préalablement à des lignes droites. 

Le calcul graphique enseigne les moyens d'opérer ces réduc- 
tions, en sorte que les règles relatives à l'addition et à la sous- 
traction des droites peuvent être généralisées et appliquées à 
toutes les quantités susceptibles d'être représentées par des 
droites (*). 



sur V AusdehnungsUhre : Môbius ( Die Grassmtmn* sche Lehre afon Punkigrëssen und den 
davon abhàngenden Grôssenformen dargestelh; Leipzig;, 1847); ^i^TXtXL {yorîesungen 
nber die complexen Zahlen und ihre Funktionen ; Théorie der complejcen Zahlensysteme ; 
Leipzig, 1867, p. 16-17 et i4o), et Robeht Grasskakn, frère d'HuMANN {Die Forment 
lehre der Mathematik; SteUin, 1872). 

Cbassmanm a appliqué V jiusdehnungslehre, non seulement aux MathémaUques pro- 
prement dites, mais aussi à T Électrodynamique et à la théorie de Nkwton sur.le mé- 
lange des couleurs. M. Prêtée l'a appliquée récemment à la théorie des sensations 
{Eiemente der reinen Kmpfindungslehre ; Leipzig, 1877). 

La théorie de Y Ausdehnungslehre {en français, théorie des quantités extensives)ii^^e\xl 
pas être clairement exposée en peu de mots, et nous doutons même qu'on en puisse 
acquérir une notion complète par le résumé qu'en a donné Grassmann dans VJrchiv 
der Mathematik und Physik do Grumert (Sechster Theil. Greifswald, iS^S, p. 337- 
35o). On peut s'en faire une idée générale par les Clefs algébriques de Caucut, avec 
lesquelles la méthode de Grassmanm a beaucoup d'analogie (Voir Comptes rendus des 
séances de V Académie des Sciences, t. XXXVI, p. 70-75, 129-1 36, 161-169; *• XXXVII, 
p. 38-45, 57-64 1 109. Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, t. IV; Paris, 
1847, F* 356-4oO- Cette analogie a du reste donné lieu, de la part de Grassmamn, à 
une contestation de priorité ( Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences^ 
t. XXXVUI, p. 744). 

Une seconde édition de V Atudehnungslehre a été publiée tout récemment sous ce 
litre : Die Ausdehnungslehre von 184 4 oder die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer 
Zweig d^r Mathematik, dargestellt und durch Amvendungen au/ die ùbrigen Zweige 
der àiathematiky me aueh auf die Statik, Mechanik, die Lehre -von Magnetismus 
und die Krystallonomie erlautert, Leipzig, Verlag von Otto Wigand, 1878. 

Voir, pour plus de détails. Délia vita e degli scritti fisico'nuuematici di Ermanno 
Grassmann, per Antonio Favaro, etc., dans le Bullettino di bibliografia e di storia 
délie Scienze matematiche e Jisiche, pubblicato da B. Boncohpacri, t. XI; Roma, 
1^8. 

(^) Dans son Mémoire sur lés Tables graphiques et sur la Géométrie anamorphique 
{Annales des Ponts et Chaussées, 2* série, 1846), M. Lalannb a mentionné l'Ouvrage 
publié par Pocchbt à la fin du siècle dernier. Cet Ouvrage, dont nous avons donné 
le titre et l'analyse dans notre Préface, traite des poids, des mesures et de leur con- 
version, et contient sous forme d'appendice une Arithmétique linéaire, qui enseigne 
« l'usage de la figure pour les quatre règles élémentaires, pour l'élévation au carré 
et pour l'extraction de la racine •. 



Fig. 3. 
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5. Considérons un nombre quelconque de segments /j, /t, /«,.•• 
ifiS" ^) ^^^^^^ ^^ grandeur et en direction et distribués d*une 

manière quelconque dans un plan. 
Construisons, à partir d'un point 
quelconque, un contour polygonal 
composé de segments respective- 
ment équipoUents aux segments 
donnés, et disposés de telle façon 
que l'origine de chacun d'eux coïn- 
cide avec l'extrémité du précédent. 
Nous appellerons somme géomé- 
trique (*) ou résultante des seg- 
ments proposés le segment qui a 
pour origine et pour extrémité l'origine et l'extrémité de ce con- 
tour polygonal. 

La figure qui détermine la somme géométrique de tous les 
segments proposés donne aussi la somme partielle d'un nombre 
quelconque de ces segments, pourvu qu'ils soient consécutifs. 
Cette somme est représentée par la droite qui va de l'origine 
à l'extrémité du contour partiel correspondant aux segments 
considérés. Par exemple, la droite 2-5 représente la somme des 
segments /a, l,, et /g. 







6. Si les segments à additionner sont tous parallèles, on porte, 



(*) Dans une de nos précédentes publications {la Statica grafica nell insegna-» 
mento tecnico super tore), nous avons cité comme remontant à 1828 un Mémoire de 
Warbbh qui traite de la somme géométrique des droites. Bbllatitis {Atti del Reale 
Istituto Veneto, t. IH, s. IV, p. a46) a contesté la date de t8a8 et affirmé qve la pu- 
blication de Warrbn est « postérieure à la découverte de la méthode des équipol- 
lences ». Nous regrettons d'avoir à confirmer Texactitude de notre première assertion. 
Le Mémoire dont nous nous sommes autorisé a pour titre A Treatise of the geome- 
trical représentation of the square roots of négative quantities, by the Rev. John 
Warrbn, fellow and tutor of Jésus Collège; Cambridge, 1838, in-8" de i54 pages. La 
définition de la somme géométrique et la figure qui s*y rapporte se trouvent au n" 3 
du Chap. I. Nous avions vu cet Ouvrage, il y a quelques années, dans une biblio- 
thèque étrangère. Nous devons à l'obligeance de M. db Saint-Venant, membre de 
l'Institut de France, la communication plus récente qui nous a permis de vérifier le 
passage précité. Le Mémoire de Warbbn est d'ailleurs cité par Chasles avec la date 
de iSiS (Happort sur les progrès de la Géométrie; Paris, 1870, p. 62). Nous nous 
étions trompé, à la vérité, en donnant ce Mémoire, imprimé à Cambridge, comme 
extrait du Cambridge Journal; mais ceci n'altère en rien V exactitude de notre assertion. 
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comme dans le cas précédent, les segments équipollents bout à 
bout à partir d'un point quelconque et en ayant égard aux signes. 
Ces nouveaux segments appartiennent évidemment à une même 
droite, et la portion de cette droite comprise entre l'origine du 
premier d'entre eux et l'extrémité du dernier représente la somme 
géométrique cherchée. Celte somme ou résultante des segments 
proposés n'est autre, en pareil cas, que leur somme algébrique. 

Nous devons dire ici quelques mots des notations au moyen 
desquelles on indique sur une droite les limites et le sens des seg- 
ments à additionner. 

On peut considérer une droite, soit comme une forme de points 
ou ponctuelle, soit comme le lieu d'une suite de segments. 

Dans le premier cas (fig- A)y l'indication conventionnelle ne 
présente aucune ambiguïté si chacun 
des points à considérer est affecté "** 

d'un indice d'ordre; mais, dans le ^ ! i T ? 

second cas, il devient nécessaire 

d'indiquer avec précision les points de séparation des segments 

consécutifs. 

Si tous les segments sont de même sens, on pourra placer sim- 
plement au-dessus de chacun d'eux le numéro d'ordre qui le dis- 
tingue (/igr. 5). 

Si l'on a à considérer une série ^*^' '^' 

continue de segments dirigés dans t ? « f a ? » ^ 

un même sens, immédiatement sui- 
vie d'une autre série de segments dirigés en sens contraire, c'est- 
à-^lire si le changement de direction n'a lieu qu'une seule fois, on 
aura recours au même moyen, en ayant soin, toutefois, de placer 
les indices d'ordre au-dessus ou au- _. ^ 

Fi(j. o. 

dessous de la droite, selon qu'ils 

se rapporteront à des segments de * i..-.-..^ * |.....3 > 

l'une ou de l'autre série. Tel est *.-s,^ .,J, 6... ...i.... s....i...»...J 

le cas de ]sijig,6f dans laquelle, le 

changement de sens étant au point séparatlf des segments 3 et 4f Ist 

somme des six segments est indiquée par Si.q* 

Enfin, si les segments de directions opposées, au lieu d'être en 
deux séries continues, se présentent dans un ordre de succession 
quelconque, il sera nécessaire d'affecter du même indice les deux 
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extrémités de chaque segment, en ayant toujours soin d'ailleurs 
de placer les indices de part ou d'autre de la droite, selon qu'ils 
se rapportent à des segments de Tune ou de l'autre direction 

{fis- 7)- 

7. Un contour polygonal fermé, plan ou gauche, se projette sur 

un plan quelconque suivant un autre 
contour fermé; en d'autres termes, 

o~J — J — J— ' J ' ^ la somme de ses projections est 

nulle comme la somme de ses côtés. 
On voit immédiatement que, si le contour polygonal proposé 
n'est pas fermé, la résultante de ses côtés se projette sur le plan 
suivant la résultante de leurs projections. 

Cela posé, pour effectuer graphiquement l'addition des seg- 
ments qui ont des directions quelconques dans l'espace, on devra 
se donner les projections de ces segments sur deux plans coor- 
donnés. Les résultantes de ces projections seront les projections 
de la somme géométrique des segments proposés. On pourra donc 
déterminer graphiquement cette somme. 

8. La somme d'un nombre quelconque de segments est indé- 
pendante de l'ordre dans lequel on les additionne. 

Nous voyons d'abord que cette somme ne change pas quand on 
substitue l'un à l'autre deux segments consécutifs quelconques, 
par exemple /j et /« [fig- 3); car les nouveaux segments, U^ et /',, 
équipoUents aux premiers, forment avec ceux-ci un parallélo- 
gramme et aboutissent par conséquent au même point 6. On 
pourra d'ailleurs opérer successivement la substitution entre /t 
et /s, puis entre 1% et /«, puis entre /| et li\ on aura ainsi finale- 
ment remplacé l'un par l'autre deux segments non consécutifs 
quelconques, 1% et /s, sans que la somme des segments proposés 
ait ^ubi aucune altération. 

9. Si la ligne polygonale se ferme exactement et si les flèches 
de tous les segments qui la composent sont dirigées dans le même 
sens du contour, la somme ou résultante de ces segments est nulle. 

Si les segments qui forment un contour polygonal fermé sont 
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dirigés, les uns dans un sens, les autres dans le sens opposé, la 
somme des premiers est égale à celle des seconds. 

Pour établir ce résultat graphiquement, on construit, à partir 
de l'origine du contour total proposé, deux contours distincts, 
respectivement formés de segments 

équipollents aux segments de l'un ^ « . 

des systèmes et à ceux du système ^^^^^ j \u 

opposé. Ces deux nouveaux con- j •/• \ \ 

tours aboutissent à une extrémité *•/ ,-'^» i tL^^^n 

commune, et les sommes géomé- L^^ i^\ hm • / 

triques partielles des segments qui \ "' ' ■•^- •Ï'^X^'' ••' / 

les composent sont représentées par *^rv -^ ^».*.^.»^yi 

un seul et même segment. Tel est, , •— — 4^/^^ 

par exemple , le cas du contour 

1-2-3-4-5-6-7-8 ^jig- 8), dans lequel les segments /j, /,, /^ et 1% 

ont même somme que les segments /«, /g, U et /g. 

10. La soustraction est Topération inverse de l'addition. Dès 
lors, si d'un segment ou de la somme de plusieurs segments on 
veut soustraire d'autres segments, il suffira de renverser les flèches 
de ceux-ci et de les additionner ensuite avec les premiers. On re- 
tranchera, par exemple {Jig* 3), les segments l^ et /g de la somme 
A -+- ^2 -I- ^5 -H ^4 -+- 4 -I- 'e en formant la somme 

dans laquelle /^ = /j, /^ = /<,. 

L'ordre de composition étant sans influence sur le résultat (8), 
cette somme est identique à la suivante, 

mais les sommes partielles + /a H- ( — /J) et 4- /« -f- ( — 1\) sont 
nulles. Le résultat de la soustraction est donc représenté par la 
somme géométrique des segments U^U^ l^ et /s. 

1 1 . Tout ce que nous avons exposé relativement à l'addition et 
à la soustraction des segments qui ont même position et même di- 
rection s'applique aux opérations analogues effectuées, sur un arc 
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circulaire, entre des portions d'arcs circulaires de même rayon. 
La même application peut, par conséquent, être faite aux angles 
dans le plan. 

Mais ce qui a été dit de l'addition dans Tespace ou dans le plan 
n'est applicable ni à l'addition des grands cercles sur la sphère, ni 
par conséquent aux rotations dans l'espace. 

En effet, la sphère ne contenant pas de grands cercles parallèles, 
on ne peut pas effectuer sur elle les déplacements parallèles au 
moyen desquels les additions de lignes sont exécutées. 

IV. — Rédaction d'un rapport à un dénominateur donné. 

12. Avant de passer de l'addition et de la soustraction des droites 
aux opérations de même nature sur les rapports, il est nécessaire 

de voir comment un rapport - peut être réduit à un dénominateur 

quelconque N. 

Appelons y le numérateur inconnu qui correspond au dénomi- 
nateur N. Nous aurons la relation 

a X 

dans laquelle j^, quatrième proportionnelle entre a, &, N, peut être 
construit de diverses manières au moyen de triangles semblables. 
On peut ainsi réduire à un dénominateur déterminé N un nombre 
quelconque de rapports donnés 

£7, £7j «3 a„ 

TT' ïT* r*' * ' ' ' 7~' 
bi 6j *3 un 

quels que soient d'ailleurs les signes de ces rapports. 

On peut aussi transformer les rapports donnés en de nouveaux 
rapports ayant le même numérateur. 

V. — Opérations sur les rapports. 

13. Il est maintenant facile de former la somme algébrique de 

plusieurs rapports donnés, tels que r^» t^> t^* 

ài O2 03 
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Supposons ces rapports réduits à un dénominateur commun quel- 
conque N, et soient ^1 ,^2, ^3 les numérateurs inconnus correspon- 
dants ; on a 



X 
V 



l Cx^:>' 



b, b^ ^3 N 

On prend un système d^axes orthogonaux {Jig> 9); on porte, à 
partir de l'origine O, les numérateurs positifs a^ et a^ dans la di- 
rection supérieure de Taxe des y^ et le 
numérateur négatif 03 dans la direction 
inférieure du même axe. On porte sur 
l'axe des Xy à partir de la même origine, oa, 
les dénominateurs b^jb^y b^ elle déno- n» 
minateur commun N. On joint les extré- ' 
mités de a^^a^ya^y respectivement, aux 
extrémités de A|, b^y b^y et de l'extré- 
mité de N on mène des parallèles aux 
droites de jonction. Ces parallèles déter- 
minent sur l'axe des j^ les extrémités des 
numérateurs cherchés, jxy j^* /3> qui ont leur origine commune 
au point O et qui correspondent au dénominateur commun N. 

On obtient ensuite très facilement la somme z =j\ -\-J^ — Jz 
des nouveaux numérateurs. 

Le résultat de la construction sera exprimé en fractions décimales, 
si l'on a eu soin de prendre comme dénominateur commun, en se 
réglant sur l'échelle du dessin, une fraction égale au dixième ou au 
centième de l'unité linéaire. 

14. Les considérations qui précèdent se prêtent à une solution 
très simple du problème suivant : 

Etant donné un nombre quelconque de droites 

0'\i Xty Jz"* • • •» Tn^ 

en construire d'autres en pareil nombre, 

^i» *i> ^a» • • • » ^nf 

qui soient directement ou inversement proportionnelles aux pre- 
mières. 
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Oa encore : 

Étant donné un nombre quelconque de rapports 

0\ ^1 ^% ^n 

■j-t -T-ï -7-1 • • » 7-» 
^1 ^1 ^j ^1 

construire des droites 

'm 'î* •'^3' • • » ^a 

qui soient entre elles comme les rapports donnes^ de telle sorte 

quon ait 

a, <r« /i, a„ 

^1 ^i ^a ^A 

Les constructions qui permettent de résoudre les questions pro- 
posées fournissent aussi des solutions simples et élégantes pour de 
nombreux problèmes de Géométrie plane. 

YI. — MnltipUcation des droites par des rapports. 

15. Il est nécessaire de distinguer tout d'abord les multiplica- 
tions et les divisions graphiques effectuées entre des droites et des 
rapports de celles qu'on opère entre des droites et d'autres droites, 
entre des droites et des surfaces, etc. 

Dans le premier cas, on a toujours pour résultat une droite. 

Dans le second cas, au contraire, le nombre des dimensions est 
modiCé. La multiplication d'une droite par une droite donne en 
effet une surface, et celle d'une surface par une droite donne un 
volume. F^ice versa, la division d'un volume par une droite donne 
une surface, et ainsi de suite. 

Nous nous occuperons à peu près exclusivement du premier cas, 
c'est-à-dire de la multiplication et de la division entre droites et 
rapports ou entre rapports et rapports. Ce n'est que très excep- 
tionnellement, et dans certaines conditions données, que nous 
traiterons des mêmes opérations entre droites. 

16. Le mode le plus simple pour effectuer la multiplication con- 
siste à ajouter un nombre convenable de fois l'un des facteurs à 
lui-même. Cette opération n'est qu'une addition multiple, dans 
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laquelle interviennent deux termes et une condition : le premier 
terme est la grandeur quelconque qu'il s'agit de répéter plusieurs 
fois; la condition exprime le nombre de fois que cette grandeur 
doit être répétée; enfin, le second terme ou produit exprime le ré- 
sultat de l'opération. 

Mais ce procédé, tout simple qu'il soit, ne répondrait pas à la 
condition essentielle du calcul graphique, laquelle consiste à con- 
sidérer les droites à l'exclusion des nombres abstraits. Aussi admet- 
trons-nous constamment que le rapport jy pris comme facteur, est 
donné par les deux droites a et &. 

17. Les relations qui existent entre les côtés de deux triangles 
semblables offrent en général le moyen le plus commode pour 
effectuer graphiquement la multiplication d'une droite / par un 

rapport -> c'est-à-dire pour obtenir une nouvelle droite a: = /y 

La disposition des trois droites /, a, b, dans la figure devra évi- 
demment être telle que les deux premières, l el a, à multiplier 
l'une par l'autre, n'appartiennent pas à un même triangle, et 
qu'elles ne forment pas non plus des côtés homologues dans les 
deux triangles à construire. 

Si la figure ne suggère pas de disposition plus convenable, on 
formera les deux triangrles semblables 
en coupant un même angle par deux 
transversales parallèles. Telle est la 
disposition de Isl Jig. lOat dans la- 
({uelle les longueurs b etl sont comp- 
tées sur l'un des côtés de l'angle 
primitif et à partir de l'origine O. 
Dans la^^. lo^, les longueurs comp- 
tées à partir de l'origine sont a et i, et les transversales parallèles 

sont elles-mêmes dans le rapport t* 

Nous aurons occasion d'exposer incidemment, dans la suite, di- 
verses autres constructions particulières du même produit. Nous 
nous bornons, quant à présent, à ce qui précède, afin d'éviter 
d'inutiles répétitions. 




Fig. 1O4. 
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18. L'application d'un procédé analogue à celuî que nous venons 
de suivre permet de multiplier, sans plus de difficulté, plusieurs 

segments d'une même droite / 

par le rapport -r* La droite résul- 
tante X et la droite donnée four- 
niront en effet deux ponctuelles 
projectives semblables (G. 57 ), et 
"^^^ l'on pourra faire la constructîoD 
de deux manières différentes : 
Si Ton considère les deux ponctuelles x et l {fig» n) comme 

sections d'un faisceau ayant son centre à 
l'infini y a et & seront des segments corres- 
pondants des deux ponctuelles ; 

Si l'on place le centre du faisceau à dis- 
tance finie {Jig' la), les droites x et / 
étant parallèles, a et 6 seront les parties 
d'un rayon projetant comprises entre le 
centre du faisceau et les lieux des ponc- 
tuelles. 



Fig. II. 




19. La parabole offre encore un moyen pour déterminer x = / -^ • 

Fig. la. 






>»# 



Cette application repose sur ce 
que, la parabole étant engendrée 
par deux ponctuelles projectives 
semblables, deux de ses tan- 
gentes sont divisées par toutes 
les autres en segments propor- 
tionnels (G. 139). 

Considérons en effet (^ig^. i3) 
deux tangentes à une parabole, 
ai et &|, qui se coupent en un point C, et une troisième droite AB, 
telle que a^ soit projetée par AB sur b^ dans le rapport a\b. La 
parabole sera déterminée si l'on prend les extrémités A et B de 
AB comme points de contact des tangentes a^ et &|. Dès lors, le 
rayon CD, qui joint le point C au milieu D de AB, est parallèle à 
l'axe de la parabole et se trouve coupé par la courbe en son point 
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Fig. i3. 



milieu E. La tangente au point E est d'ailleurs parallèle à AB 
(G. 138). 

On voit aisément que la para- 
bole ainsi construite peut servir 
à la multiplication d*une droite 

CB 
quelconque / par le rapport — • 

Il suffit, en effet, de porter la 
longueur /, à partir du point C, 
sur la droite qui représente le 
dénominateur du rapport, par 
exemple sur CF, et de mener 

par l'extrémité F une tangente FFi à la courbe. Le segment com- 
pris entre le point de contact A et Tintersection Fj représente le 

produit cherché x= Ij' 




20. Nous ferons remarquer qu41 n'est pas absolument nécessaire 
de tracer la parabole, et qu'on peut même éviter le tracé de droites 
parallèles. Il suffit, en effet, de se donner deux tangentes à la para- 
bole, c'est-à-dire deux droites ^ 
sur lesquelles soient mar- 
quées deux ponctuelles pro- 
jectives semblables ou égales . 

On obtiendra un nombre 

* 

aussi grand qu'on voudra de /' 
ces ponctuelles projectives / 
semblables au moyen de la • 
construction ci-après. ; 

Soient u (ABGD. . .) \ 
kfië' ^4) une ponctuelle \ 
quelconque, et S [abcd. . .) 
un faisceau de rayons situé 
d'une manière quelconque 
par rapport à la ponctuelle. 
On décrit une suite de circonférences ayant leurs centres aux points 
A, B, C, D, . . . et passant toutes par le centre S du faisceau. Ces 
circonférences divisent tous les rayons du faisceau en segments 
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proporlionnels et fournissent ainsi autant de ponctuelles projectives 
semblables à la proposée. 

21. Le procédé suivant, pour la détermination de x = Ijj se 

recommande par sa simplicité pratique. 

De l'extrémité du segment b 
^^S' '5- comme centre {J!g» i5), avec le 

j.^A. segment a pour rayon, on décrit un 

v^ arc de cercle auquel on mène une 

i^..,^ tangente à partir de l'origine de b. 

^^^^ Le point situé sur cette langente à 

\ >^ 'flf K \ la distance / de la même origine est 

--^ ' —■% i à la distance x du segment b. Cette 

distance peut être prise directement 
avec le compas, sans qu'il soit nécessaire de la tracer. 

L'application de ce procédé est particulièrement avantageuse 

quand on a plusieurs longueurs / à multiplier par le rapport j • 

On prend alors des ouvertures de compas égales aux diverses va- 
leurs de /, on les porte sur la tangente à partir de l'origine, et l'on 
mesure directement les valeurs correspondantes de x. 

Cette construction suppose qu'on a i ^ a. S'il en est autrement, 
on procède suivant l'une des deux méthodes ci-après. 

Quand on n'a pas de motif pour obtenir x plutôt d'un côté que 
de l'autre, on opère simplement la substitution réciproque entre a 
et b et entre x et l, A cet effet, l'angle à l'origine étant construit 

de telle façon que son sinus soit égal à -9 on détermine, avec une 

ouverture de compas égale à /, le point de l'un des côtés qui est à 
la distance / de l'autre. La longueur cherchée x est donnée par la 
distance de ce point au sommet de l'angle. 

Lorsque les conditions de la figure ne permettent pas d'obtenir x 
indifféremment de l'un ou de l'autre côté, on procède de la ma- 
nière suivante : 

Soit à déterminer le produit X| z= l -j-y a^ étant plus grand que b. 

On retranche b de a^ un certain nombre entier de fois, de façon à 
obtenir un reste a plus petit que £, mais positif. On a dès lors 



MULTIPLICATION DES DROITES PAR DES RAPPORTS. I9 

a = ai — ft, et par suite 

b 

A la longueur - ly déterminée comme il a été indiqué plus haut, 

on ajoute h fois la longueur /. On obtient ainsi la longueur cher- 
chée X|. 

Cette opération est effectuée {fig^ i5) pour /i = i, auquel cas 

22. Déterminer les produits /| 7-^ ) /j -r > /a 7^ » • • • e£ leur somme 

'^ Oi O, ^3 

de telle sorte fif ne les multiplications et l'addition soient effectuées 
en ayant égard aux signes des grandeurs données et que le re- 
sultat final puisse être mesuré sur une ligne droite. 

Ce problème fournît un cas intéressant d*application et de véri- 
fication de la règle des signes. 

Nous supposons, pour plus de simplicité, l'opération limitée aux 
trois termes indiqués plus haut. La construction [fig^ 16) com- 
porte deux figures distinctes. Tune contenant les grandeurs b et /, 
l'autre les grandeurs a et le résultat cherché. 

On trace sur la première figure deux axes, BB et LL, qui se cou- 
pent au point 0| sous un angle quelconque, et sur la seconde 
figure deux autres axes, AA et XX, respectivement parallèles à ceux 
de la première. On porte les valeurs de b sur BB à partir de l'ori- 
gine 0| et en ayant égard aux signes, c'est-à-dire en plaçant les 
grandeurs positives à gauche, par exemple, et les grandeurs néga- 
tives à droite. On porte de la môme manière les valeurs de a sur AA 
à partir de l'origine Oj. Dans le cas de la figure, ai, a^, £|et b^ 
sont positifs, a^ et b^ sont négatifs. 

On porte enfin les longueurs / sur l'axe LL , non plus à partir 
d*une origine commune, mais bout à bout, en prenant pour point 
de départ un point quelconque i de LL et en tenant compte des 
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signes. Toute longueur / aura donc son origine à Texlrémité de la 
longueur précédente et se dirigera vers la partie inférieure de Taxe 
ou vers Ja partie supérieure, selon qu'elle sera positive ou néga- 
tive. Nous convenons d'appeler 2/ la portion de droite qu'on ob- 
tienten faisant ainsi la somme algébrique des longueurs /proposées. 
Dans le cas de la figure, /| et /s sont positifs, l^ est négatif. L'ori- 
gine et l'exlrémiiéde chaque longueur / portent d'ailleurs, adroite 
ou à gauche de Taxe LL, l'indice de la longueur considérée ; d'où il 
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suit que l'origine et l'extrémité de la somme 2/ sont respective- 
ment indiquées par les indices de la première et de la dernière 
grandeur /, et que tout point intermédiaire porte les indices des 
deux segments auxquels il appartient. 

Pour compléter le canevas nécessaire à la construction, on mène 
par les extrémités des divers segments a et & des parallèles aux 
axes XX et LL. 

Cela fait, on projette, dans la première figure, les extrémités de 
la droite /|, à partir du point &i, au moyen des rayons &| i 
et &| (19 a)* Du point ai, dans la seconde figure, on mène paral- 
lèlement à ces rayons deux autres rayons qui coupent l'axe XX en 
deux points désignés par les mêmes indices que les points corres- 
pondants de l'axe LL, savoir : le point i, dont le rayon de projec- 
tion est parallèle à &i i , et le point {ij^)y dont le rayon est paral- 
lèle à A|(i,2). On a soin de prolonger ces rayons, en vue des 
constructions ultérieures. On désigne parxi la portion de l'axe XX 
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comprise entre les deux rayons qui partent du point ai; Xt corres- 
pond à la portion /| de Taxe LL. 

Cette construction fournit deux triangles semblables, dans les- 
quels deux droites homologues, telles que les parallèles 0| £{ = 6{ 
et Ooâi = ûi , sont entre elles dans le même rapport que les côtés. 
On a donc 

d'où 

Xi , premier terme de la somme cherchée, apparaît comme positif, 
puisqu'il est porté dans la même direction que /| ; il n'en pouvait 
être autrement, à raison des signes de ses trois facteurs. 

Pour construire le second produit /a t^ » on détermine d'abord 

les points d'intersection i^ et a\ des rayons b^ (i, 2) et at (1, 2), 
respectivement avec les droites bob'^ et a^a^ parallèles aux axes LL 
et XX, et l'on mène le rayon b'.^{2,i). La droite /2 se trouve ainsi 
projetée du point b'^ par ce nouveau rayon et par i'jj (i , 2) ou i', i| . 
Pour déterminer sur XX le segment qui correspond à/o, on a déjà 
la droite a^ (i , 2), partie de «i ( i , 2 ), et l'on mène û^^ ( 2, 3 ) parallèle 
à i'jj(2,3). On obtient ainsi les triangles semblables b\^ (1,2) (2,3) 
et «2(1,2) (2,3). On mène parallèlement à AA les droites homo- 
logues b'^M= b^ et a'jMi = a^] on représente par x^ la portion 
de XX limitée parles points (1,2) et (2,3), et l'on a 

.r, : /, =: fl, : ^,, 
7 ^« 

L'extrémité de x^ étant en même temps l'origine de Xa, on a 
immédiatement 0:2 à la suite dexi et dans la direction inférieure 
de l'axe, c'est-à-dire dans la direction positive que comportent les 
signes de ses trois facteurs. 

La construction du troisième terme nécessite d'abord la détermi- 
nation des points d'intersection, b\ et a,, des rayons déjà tracés 
//2(2,3), «2(2,3) et des parallèles à l'axe LL passant par £3 et 
par «3. Pour projeter le segment /s à partir du premier point i'^et 
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pour trouver ensuite le segment correspondant x^ sur XX, il sufBt 
de tracer &3 3 et de mener a, 3 parallèle à cette dernière droite. 
Dans le troisième couple de triangles semblables ainsi obtenus, les 
droites 63 P et a^Pi, menées parallèlement à BB et à AA jusqu'à 
leurs rencontres respectives avec XX et LL, représentent ia et «j, 
et Ton a 

:r — / ^. 

D'après Fhypothèse adoptée, le segmentera doit être négatif; il 
est porté, en effet, dans la direction supérieure de Taxe, c'est-à- 
dire dans la direction négative, et, de même que les longueurs /sur 
Taxe LL, les segments x sont additionnés sur Taxe XX en ayant 
égard à leurs signes. Le segment de ce dernier axe compris entre 
l'origine i et l'extrémité 3 représente donc bien la somme algé- 
brique cherchée. 

On obtiendrait d'une manière analogue la somme 

jr = «1/1 -f- «j/i -+- Oi^s' 

VIL — Polygone de multiplication. 

23. Considérons maintenant le cas où, dans le problème précé- 
dent, les dénominateurs £|, io» ^3? • • • sont égaux. Ce cas peut 
s'énoncer ainsi : 

Réduire à la base constante b une somme de produits donnés 

Voici l'une des solutions que comporte le problème ainsi posé. 

On porte, en ayant égard aux signes, les segments a 1 , ao, . . . y a^i 
sur un axe aa {fig* 1 7 ) de part et d'autre d'une commune origine O. 
Sur un second axe //, non parallèle à aa, on porte les segments 
/i, /a,. . . , l,t bouta bout, en ayant aussi égard à leurs sens. Le 
segment compris entre l'origine de U et l'extrémité de /« est alors 
égal à 2/. On projette la ponctuelle / ainsi obtenue d'un point 0|, 
dont la distance à la droite /, mesurée parallèlement à l'axe aa, 
doit être égale à i. On projette ensuite la première ponctuelle ob- 
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lenue sur €ui au moyen de rayons parallèles à l'axe //, et l'on relie 
ces rayons deux à deux par un contour polygonal formé de seg- 
ments de droites respectivement parallèles aux rayons du faisceau 0| 
dont les extrémités portent les mêmes indices. Les côtés de ce con- 
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tour polygonal, convenablement prolongés, déterminent sur la 
droite Ox, parallèle à //, les segments cherchés X|, Xa,. . . ; ces 
segments sont disposés bout à bout et eu égard à leurs sens, en 

Fig. i8. 
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sorte que le segment compris entre Torigine de j^, cl l'extrémité 
de x„ est égal à Ix, et que la somme des produits cherchés est re- 
présentée par blx. 

Soit en eOet {Jig> 18) R le sommet du contour polygonal qui 
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tombe sur le rayon projetant rextrémité du segment ar] les deux 
côtés du contour passant par R sont respectivement parallèles aux 
rayons du faisceau Of qui projettent les extrémités du segment Ir- 
Menons par R une parallèle à aa ; nous aurons, autour des centres R 
et Oo trois couples de rayons parallèles, déterminant, sur les 
transversales parallèles Ox, //, trois couples de points corres- 
pondants de deux ponctuelles projectives semblables (G. 57). Il 
existe dès lors entre les segments correspondants la relation de 
proportionnalité 



r^ : /,. r= û^ : ^, d'où X^ := 



En outre, les côtés du contour polygonal, et par conséquent les 
segments x, se succèdent dans le même ordre que les segments /; 

d'où il suit que les produits -7- s'ajoutent dans le même ordre que 

les segments /. 

Il résulte encore de cette identité dans Tordre de succession 
qu'un côté quelconque du contour polygonal, par exemple celui qui 
se trouve compris entre les sommets R — i et R, est parallèle au 
rayon du faisceau 0| qui sépare les segments correspondants de /, 
c'est-à-dire les segments /r.i et U- Il est d'ailleurs facile de recon- 
naître : 1^ que la somme des x est effectuée en ayant égard aux 
sens des a et des h\ 2^ que le signe du produit change si l'on 
change le signe d'un seul facteur et qu'il reste constant si l'on 
change simultanément les signes de deux facteurs; 3° enfin que la 
somme des x n'est pas modifiée quand on change l'ordre de suc- 
cession des /, pourvu qu'on change de la même manière l'ordre de 
succession des a. 

On donne au contour polygonal que nous venons de construire 
le nom de polygone de multiplicalion. 



VIII. — Multiplication des rapports. 

24. Les triangles semblables, qui nous ont permis d'effectuer la 
multiplication d'une droite par un rapport, se prêtent aussi à la 
détermination du produit de deux ou plusieurs rapports. 

S'il s'agit, par exemple, de former le produit de deux rapports 
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donnés, r" ^^t"» ^^ porte, à partir d'une origine quelconque O 



Fig. 19. 
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(Jig* 19), les dénominateurs 
ii , &a en abscisses ; auxextré* 
mités de ces abscisses, on 
porte les numérateurs a^^ a^ 
en ordonnées. On joint l'ori- 
gine aux extrémités de ai et 
de a^ par les droites L| et L^ ; 
on élève ensuite à l'extrémité 
d'une abscisse quelconque 
Oxi l'ordonnée j^i, que l'on 
prolonge jusqu'à sa ren- 
contre avec L| ; on prend la longueur de cette ordonnée y 1 comme 
seconde abscisse 0^2 et l'on élève à l'extrémité de x^ l'ordonnée 
j^y que l'on prolonge jusqu'à sa rencontre avec la droite L2. On 
a ainsi construit deux couples de triangles semblables, Oa^b^ et 
Oj'iXi, 0^12^2 et 0^2J^2> qui donnent les proportions 
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multipliant membre à membre et considérant que, d'après la con- 
struction, j:2 = j"i , on a 

25. On obtient d'une manière analogue le produit d'un nombre 
quelconque de rapports 



a^ a^ a^ 
^1' ^«' ^a' 



a 



n 



• > 



an 



On commence par tracer à cet effet, comme dans le cas précé- 
dent, les droites Li , L2, L3, . . . , L;, qui correspondent aux rapports 
donnés. On choisit une abscisse initiale quelconque X| ; on déter- 
mine l'ordonnée correspondante yt relative à L|, on prend une 
nouvelle abscisse X2 égale à j^i et l'on détermine l'ordonnée cor- 
respondante ^2 relative à L2 ; on prend ensuite 0:3 = j"2, et l'on con- 
struit l'ordonnée correspondante j^s relative à Lj*; et ainsi de 
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suite, jusqu'à la droite L„, qui aura pour correspondante la der- 
nière ordonnée j^;,. 



On a ainsi les équations 



Xi «I 



11 
.r. 



ai 



à. 



r8_^s 



^3 



Xn "n 



en faisant les produits et en réduisant, on a 



a^ /î, a^ a, 

— — Il ■ -^ • • • — ^ 

^1 ^î ^3 ^/ 



r» 



d'où résulte ce théorème : 

Le produit d'une suite de rapports est représenté par le rapport 
entre la dernière ordonnée et l'abscisse initiale. 

Quand la première abscisse est égale à Tunité [fig* 20), le pro- 
duit des rapports est égal à j„. 

Fig. ao. 




Si, en effectuant les produits, on voulait tenir compte du signe de 
chaque facteur, il faudrait ajouter à l'énoncé du théorème que le 
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signe du produit est déterminé par celui de la dernière ordonnée. 
Pour tenir compte des signes qui affectent les divers facteurs, il 
suffit de prendre un système quelconque d'axes coordonnés et de 
tracer les diverses droites L, à partir de l'origine, en ayant soin de 
placer dans la première et dans la troisième région du système 
celles de ces droites qui correspondent aux rapports positifs, dans 
la seconde et dans la quatrième région celles qui correspondent 
aux rapports négatifs. En exécutant la construction d'après cette 
règle, on retombe précisément sur le théorème précédent, com- 
plété en ce qui concerne les signes. 

On reconnaît que tel doit bien être en effet le résultat final en 
vérifiant que, dans la construction effectuée, le signe d'aucun rap- 
port particulier ne peut être changé. On prend à cet effet un rap- 
port positif ou négatif ± -> on trace la droite L correspondante; 

on prend l'abscisse initiale x d'abord positive, ensuite négative; 
l'ordonnée correspondante j" aura toujours une position telle, que 

le nouveau rapport ~ concordera non seulement comme valeur 

absolue, mais encore comme signe, avec le rapport donné-* On 

vérifie par là que l'abscisse initiale peut être indifféremment posi- 
tive ou négative sans que, dans aucun cas, le signe du rapport soit 
changé ; conséquemment, si l'on commence par une abscisse posi- 
tive, l'ordonnée correspondante devra toujours représenter le signe 
du rapport. 

Le procédé de multiplication indiqué n'ayant jamais pour effet 
de changer le signe d'un rapport particulier, il en résulte que le 
signe du produit doit aussi rester le même ; et, puisque toutes les 
abscisses intermédiaires disparaissent dans la multiplication, on 
doit conclure d'une manière générale que le signe du produit est 
bien déterminé par celui de la dernière ordonnée. 

Ici, comme en Arithmétique, l'ordre de succession des facteurs 
est sans influence sur le résultat final, et, de même qu'en Arith- 
métique rinterversion des facteurs permet de vérifier l'exactitude 
du calcul effectué, de même, dans notre cas, on peut, par le chan- 
gement des indices, modifier l'ordre arbitraire des facteurs et véri- 
fier ainsi l'exactitude du dessin. 
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26. Soit à déterminer 



X 



ahcd 
liki ' 



Fig. ai. 



On porte sur une droite, à partir d'une origine commune {fig. 21), 

les longueurs 0H| == A, OH2 = /> , 
0H3 = /, OB'=i, OB"=c, 
OBf"= d. On porte OA = a sur 
une seconde droite, qui passe par 
le point O et qui est coupée res- 
pectivement en P, Q, X par la 
droite B'P parallèle à H, A, par la 
droite B"Q parallèle à H^P et par 
■^ la droite B'^'X parallèle à H3Q. 
On détermine ainsi (G. 260) les 

couples de triangles homo thé tiques OB'P et OH^A, OB'^Q et 

OHoP, OB"X et OH3Q, et Ton a 




0P = — , 

// 



0Q = 



ihc 



/tk 



^„ abcd ,, . 



IX. — Produits de segments. 

27. Considérons encore le cas de la multiplication où il s'agit 
d'obtenir le produit de plusieurs segments a^ a^, a^. 
Si l'on désigne ce produit par j^s, on a identiquement 

a^ a^ a^ 

J3 = ^i ^j^3 = » 

111 

et la construction s'effectue suivant le procédé précédemment 
indiqué. On prend {fig> ao) Oxi = i; on élève à l'extrémité x^ 
une perpendiculaire sur laquelle on porte les segments a^, ^2, a^ ; 
on mène ensuite, de l'origine aux extrémités de ces segments, les 
rayons L|, L2, L3 ; on prend a^ comme ordonnée de L| correspon- 
dant à l'abscisse Ox\ =1; on faitX2=^i, et l'on détermine sur j:2 
l'ordonnée j^ correspondant au rayon L2 ; enfin on fait X3 = ^"2 



(*) Au sujet de cette construction et de quelques autres analogues, voir Klûcel, 
Mathematisches H'orterbuch, ersterTheil; Leipzig, i8o3, p. 55a-553. 
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et on élève à Textréinité de Xs l'ordonnée^s correspondant à L3. 
Celte ordonnée est le produit des trois segments proposés. 

On obtiendrait de la même manière Je produit d'un nombre 
quelconque de segments 



^ii ^2i ^3» • • • » ^«* 



On peut encore recourir à cet autre procédé. 
Soit à construire d'abord le produit 

On porte (/îg^* 22) les grandeurs données ai, ûtj sur deux axes, 

et l'on transforme le triangle a^Oa^ 

en un autre lOx ayant même aire, 

mais dont un côté soit égal à l'unité. 

La parallèle a^x à a^\ détermine 

l'extrémité du segment x, qui doit 

être mesuré à partir de l'origine O. 

On a ainsi : 



Fig. 11. 



nj : j: =: I : fl„ 



d'où 




X = o.^a^. 



Pour former ensuite le produit 

on prend successivement, comme côtés du triangle, chaque résul- 
tat partiel et le facteur qui suit immédiatement ce résultat ; une 
réduction analogue à celle qui vient d'être indiquée donne le pro- 
duit suivant, et l'on parvient au produit total par une suite d'opé- 
rations consécutives semblables. 



X. — Division. 



28. Nous avons dit que la multiplication graphique peut être 
considérée comme une addition multiple. On peut dire pareillement 
que la division est une soustraction à indice multiple. A ce point 
de vue, la division se présente sous deux formes distinctes. On 
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peut se proposer, en effet, soît de chercher combien de fois une 
grandeur linéaire est contenue dans une autre, soit de partager 
une ligne en un certain nombre de parties égales. 

Dans le premier cas, les deux termes sont donnés et Ton cherche 
rindice; l'opération se réduit alors au problème bien connu qui 
consiste à mesurer une droite au moyen d'une autre droite. 

Dans le second cas, au conlraire, l'indice et le terme total étant 
donnés, il s'agit de déterminer le terme à soustraire. 

L'opération du second cas, c'est-à-dire la division d'une droite a en 

c 
n parties égales, équivaut à la multiplication de a par un rapport t' 

dans lequel c est un segment arbitraire et b un segment égal à 
//fois c. On sait, du reste, que cette opération peut être facilement 
effectuée en projetant sur la grandeur donnée les n divisions égales 
obtenues, sur une droite auxiliaire, par l'addition multiple d'une 
unité arbitraire. Cette droite auxiliaire doit être parallèle à la droite 
donnée ou passer par son origine. Dans le premier cas, on doit 
mener par chaque division intermédiaire de la droite auxiliaire 
une parallèle à la transversale qui passe par les extrémités de la 
droite auxiliaire et de la droite donnée. Dans le second cas, la pro- 
jection de la droite auxiliaire sur la droite donnée s'efTectue à partir 
du point d'intersection des deux côtés obliques du trapèze déter- 
miné par les extrémités des deux parallèles à projeter, et ces 
parallèles sont les seules dont la construction nécessite le tracé. 

On peut encore parvenir au résultat, sans avoir recours à aucun 
tracé de parallèles, en se fondant sur une propriété connue de la 
parabole. On sait en effet (G. 99) que, si l'on divise une tangente 
quelconque à la parabole en n parties égales, à partir du point de 
contact, chacune des n tangentes menées à la courbe par les points 
de division est elle-même divisée en parties égales par toutes les 
autres. On sait de plus que toute autre tangente à la parabole est 
aussi divisée en parties égales par les précédentes, avec cette seule 
différence que le point de contact de la nouvelle tangente n'est 
plus un point d'égale division. 

29. Quand on a à diviser une droite / par un rapport y? on écrit 



et Ton en déduit 



DIVISION. 



a 



3i 



La division d'une droite par un rapport revient donc à la mul- 
tiplication de la droite par Tinverse du rapport. 

On appelle encore division l'opération par laquelle une droite 
de longueur donnée est divisée en parties proportionnelles aux 
segments d'une autre droite donnée. 

Les longueurs totales des deux droites données font alors l'office 
des termes a et £ du rapport précédemment considéré, et la trans- 
versale extrême est déterminée par les extrémités de ces deux 
longueurs, portées à partir d'une commune origine. Si les deux 
droites sont parallèles, on joint leurs extrémités deux à deux par 
deux autres droites dont le point de concours est le centre de 
projection des premières. 

Lorsqu'il s'agit de diviser la longueur / seulement en deux 



a 



Fig. 33. 



segments qui soient entre eux comme — ^ou comme -j-> on porte 

les droites — a ou ai et i sur deux parallèles menées par les extré- 
mités de l{Jig' a3). La droite de jonction des extrémités de ces 
segments détermine sur / le point cherché. 

L'exactitude de la construction est d'autant plus grande que la 
droite joignant les extrémités de ai et 
de b coupe la droite / sous un angle 
moins aigu. La plus grande ouverture 
possible de cet angle correspond au 
cas où les segments parallèles a^ et b 
sont perpendiculaires à la droite qui 
joint leurs extrémités. Si l'angle était 
encore trop aigu, il conviendrait d'augmenter son ouverture en 
portant deux ou plusieurs fois les segments a^ et b sur les paral- 
lèles. 




30. Pour former le quotient de deux rapports -r> -r^ c'est-à-dire 

pour exprimer ce quotient par le rapport de deux droites, on 
réduit les rapports donnés au même dénominateur suivant la mé- 
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thode indiquée (12), et Ton a 

«j . «i ___ .ri . Tî _ .r. 

On peut, de la même manière, déterminer un numérateur 
commun. On a, dans ce cas, 

« 1 . f^ __ £s ^ 

Le choix d'un numérateur ou d'un dénominateur commun n'ayant 
aucune influence sur le résultat, on pourra déterminer l'un ou 
l'autre, après s'être donné arbitrairement l'une des grandeurs du 
rapport final. 

On pourra encore renverser l'un des rapports et eflectuer la 
multiplication suivant la méthode précédemment indiquée (22). 



31. Pour exprimer par une seule droite le quotient de deux 

a 
l 



droites a et i, c'est-à-dire pour déterminer j^ = -, on observe que 



cette relation peut être mise sous la forme 

? — Z 

^"~ i' 

Pour résoudre graphiquement cette proportion, on prend deux 
axes coordonnés quelconques, on porte sur l'un d'eux, à partir de 
Torigine O, le dénominateur donné b et l'unité; on porte sur 
l'autre le numérateur a, on joint les extrémités de a et de & par 
une droite, et l'on mène à celle-ci, par l'extrémité de la droite qui 
représente l'unité, une parallèle qui détermine sur l'axe des numé- 
rateurs la droite cherchée jr. 

32. Une méthode analogue à celle que nous avons exposée (18) 
pour la multiplication de plusieurs segments d'une même droite / 

par un même rapport -j fournira le moyen de diviser plusieurs 

droites /|, /21 4i - • ^ ou plusieurs segments d'une même droite / 
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par un même rapport y II suffira de miillîplier par le rapport 



inverse, c'est-à-dire par - 

a 



XL — Calcul des formules rationnelles. 



33. Une expression rationnelle quelconque peut être calculée 
au moyen d'additions, de soustractions, de multiplications et de 
divisions. Il convient cependant de savoir construire par des pro- 
cédés plus expéditifs certaines formules qui se présentent fréquem- 
ment. 

L'expression 

ftft -h hq 






il 



par exemple, pourrait être construite en ajoutant l'une à l'autre 

les deux quatrièmes proportionnelles r et — —?• Mais, si l'on 

place bout à bout (y/g". 24) les segments AO et OB, respective- 
ment équipollents aux seements a et i, et si ... , 
des points A et B on mène les droites parallèles 
AQ =^ y, BP = /?, le quatrième côté PQ du 
trapèze ABPQ coupera la droite OX, parallèle 
aux droites AQ et BP, en un point X, tel que 
OX = X, La construction s'applique au cas où L 
l'une des quantités contenues dans la formule 
proposée est négative. On peut d'ailleurs l'étendre à l'expression 




X = 



ap -\- bq -\- cr 



a 



c 



34. Si l'on avait à construire l'expression 



.r -=1 



mp 



liip -h nq 



fii 



nq 
m 



on déterminerait d'abord /•= — » et l'expression proposée se trou- 

3 
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veraîl ramenée à cette autre : 

.r =: — /î, 

p-h r 

e'est-à-dire à une l'orniulc dont la construction rentre dans les pro 
4'é<lés connus. 
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ÉLÉTATIOH AUX PUISSAXCE8 ET EXTBAGTIOH DES RAGmES. 
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phische Statik ; Zurich, 18G6, p. i3-30. — Scblesinger, Potenzcurven i^Zeitschrifl des 
œst, Ing. «. Arch, FereinSy XVIII Jahrg., VI et Vil Heft); Wieii, 1866. — Jâger, 
Diu graphische Rechnen ; Speyer, 1867, p. i8-33. -- Schlesinger, Vortràge ûber gra» 
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I. — Élévation aux puissances. 



Fly. 2.'). 



35. On détermine la /i'*™*^ puissance (l\in rapporl - en nuilli- 

pliant ce rapport n fois par 
lui-raéme. Pour effectuer 
celle opération conformé- 
ment aux règles graphiques 
iléjà données (24), on fail 
passer par l'origine O d'un 
système d'axes [fig» a5) 
une droite L dont l'incli- 
naison satisfasse au rap- 
port y ^ on prend arbitrai- 
rement une abscisse iniliale Xy^ el l'on détermine Tordonnée ri 
du point de L qui correspond à celle abscisse ; on prend ensuite 
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JC2 =J'i> et l'on détermine Tordonnée j'2 correspondant à jr^ ; on 
prend comme nouvelle abscisse x^ = 7''2> et Ton détermine la nou- 
velle ordonnée correspondante ^3. Cette opération, répétée n fois, 
donne successivement 

• rj _. « jî = - 

• » 

rn-l _ £' ^ ZJI = ^. 

Multipliant toutes ces équations membre à membre, il vient 



Zj ^ ... -^i \1'1 — ^^ ^" 






Mais on a vu que le produit d'un nombre quelconque de rapports 
est représenté par le rapport qui existe entre la dernière ordonnée 
et l'abscisse initiale (25). On aura donc 



(j) = -:f 



expression dans laquelle le signe de la puissance cherchée est dé- 
terminé par celui de la dernière ordonnée. Si Ton avait pris pour 

a))scisse initiale l'unité, on aurait 



W^'"- 



f'> 



On peut avoir y = i, et la distinction de ces trois cas donne 
lieu à des remarques utiles au point de vue de l'exécution du des- 



sm. 



Quand on a ^ ^ ' > les ordonnées sont toujours plus grandes 

que les abscisses, et les deux coordonnées croissent d'autant plus 
rapidement que a est plus grand par rapport à b, 11 peut arriver en 
ce cas que, par suite de la grandeur du rapport et du degré élevé Ac 
la puissance, la construction dépasse les limites assignées à l'épure. 
On échappe à cette difficulté en renversant le rapport donné. La 
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construction se dirige alors vers Torigine des coordonnées, et Ton 
obtient comme résultat la 7^•®"® puissance du rapport-- Ce ré- 
sultat doit être renversé à son tour; c'est-à-dire que, si Ton a 

'^\ " r,, 




^i 



j 



on aura ainsi 






Si - = I , chaque ordonnée est égale à Tabscisse qui lui corres- 
pond, et toutes les puissances du rapport ont même valeur que le 
rapport lui-même. 

Enfin, quand on a -< I, la construclion converge vers l'ori- 
gine O, et il faut donner à l'abscisse initiale Xi une longueur suf- 
fisante pour que l'ordonnée j^'^ puisse être facilement distinguée et 
mesurée. 

Si le rapport donné - est négatif, la droite L est située au-dessous 

de la partie positive et au-dessus de la partie négative de l'axe 
des jr. 

Les abscisses successives sont alors portées alternativement à 
droite et à gauche de l'axe des j', et la construction va se rappro- 
chant ou s'éloignant de l'origine selon que t est plus petit ou 
plus grand que l'unité. 

36. Parmi les différents cas que présente l'élévation aux puis- 
sances, nous distinguerons celui qui est relatif à la multiplication 

plusieurs fois répétée d'une droite / par un rapport -i c'est-à-dire 

à la construction des produits 



^ ©■ '© 



"î 



Ces produits peuvent être considérés comme résultant d'une suite 
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de quatrièmes proporlionnellcs. On a, par exemple, 



o 



,T^\l ^na\by x^—r.l-^ 



n (ay 
•• > 

Ou cffecUic ces constructions en déterminant dans un angle AOB 
(y?g. 26), au moyen de deux arcs de cercle décrits du centre O, les 

Fi(j. 26. 



«.# /" 



t's: 




yo^ ^^>^ 



J B- 



Z/*^'' 



dcuxdirections dites antiparallèles qui projettent réciproquement, 
dans le rapport -9 les segments de OA sur OB et ceux de OB sur 

OA. On porte la longueur / sur OA, et par l'extrémité de / on 
mène à la première des deux directions une parallèle qui déter- 
mine sur OB l'extrémité du segment Ij» Une antiparallèle, c'est-à- 
dire une parallèle à la seconde direction, menée par l'extrémité 
de /yj fournil / {j\ sur OA, et ainsi de suite. 
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Les longueurs déterminées ainsi sur OA et sur OB, et toujours 
comptées à partir du point O, forment deux progressions géomé- 
triques dont la raison est ( j] > savoir: 



et 






Les transversales consécutives forment pareillement une pro 
gression géométrique 



<■■ 'V '© • '(f)" 



dont la raison est v* 

h 

Si entre deux droites antiparallèles consécutives, par exemple 
entre les deux premières qui se coupent en 0| , on continue la pro- 
gression /', /' j5 ... au moyen de transversales alternativement pa- 
rallèles àOBetà OA, on obtient une figure COjD analogue à AOB, 
et dont les côtés forment les progressions 



'• ' ©'• '■©' 



9 • • » 



et 



'V '©•• <!)' 



t 



Les transversales antiparallèles forment en mémo temps la pro- 
gression 

Donc les segments de OA et de OB compris entre la première e! 
la deuxième transversale, entre la deuxième et la troisième, etc., 
constituent aussi une progression géométrique; c'est là d'ailleurs 
une conséquence immédiate de la similitude des triangles formés 
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chacun par Tun de ces segments et par deux transversales antipa- 
rallèles successives. 



37. Si Ton fait, dans le calcul précédent, 

a z= / et Ami, 

on obtient, par la même méthode, les puissances successives de /. 

Ces puissances peuvent encore être 
Fig. 27. • , • 1 11 

construites très simplement de la 

^ manière suivante. 

On prend un système d'axes or- 
thogonaux (//g^. 27 ), on fait 0X0 = I 
f* ^ ^^ et 0X| = /, on joint XqX, , on élève 

en X, la perpendiculaire X,X2 sur 
XoX,, on élève en Xj la perpendicu- 
laire X2X3 surX,X2, et ainsi de 






suite. On obtient ainsi 



OX, = /«, 0X3^:/», OX*:. -/S .... 
Les triangles semblables OXoXi , 0X4X2 donnent en eflet 

0X0 : ox, r= ox, : ox, , 

c'est-à-dire 

I : / = / : ox, 

d'où 

ox, rr_ /« . 

Lasimilitude des triangles 0X4X2 , OX2X3 conduit pareillement 
à reconnaître que OX3 = /' ; la similitude des triangles OX2X3 , 
0X3X4 donne 0X4=/*, et ainsi de suile. 

Il convient d'ajouter ici quelques remarques au sujet des valeurs 
de / par rapport à l'unité. 

Pour /<^i, les puissances successives deviennent de plus en 
plus petites et la construction s'approche de plus en plus de 
l'origine. 

Pour /^ I , surtout quand on opère sur des puissances élevées, 
la construction atteint bientôt la limite du papier. On peut alors 
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construire les puissances de t> c'est-à-dire déterminer graphique- 
ment rinverse du résultat, qu'il suffira d'intervertir ensuite. 

38. On formera de la même manière les puissances des fonc- 
tions trigonomé triques. 

Pour élever, par exemple, à une puissance quelconque le sinus 

et le cosinus d'un angle donné ÉOA = Çf {fig' ^8), on prend 

Fie. 28. 
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OE = I , on abaisse EA perpendiculaire sur OA, on mène les 
perpendiculaires et contre-perpendiculaires Aa, 2-3, 3-4, ..., 

E(— i),(-i)( — 2),etrona 



Fig. 29. 
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3:=:^ COS' 9* , 0^1= COS* y , 
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Traçant les perpendiculaires et les 
contre-perpendiculaires AU, II-III, 
III-IV,. .,0( — !),( — I)(-II)..., 

on a 



AEr-isiny, AU 

ll-l!lrr^^sin'<p, III-IV 



si n'y, 



z=: sur 
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Pour déterminer les puissances successives de la tangente et de 
la cotangente, on fait OE = i [Jig- 29), et, en se conformant à la 
construction déjà indiquée (34), on a 



OA^^ tang^, 



O2 — tang* (f, 03 =^ tang* ^ ; 



0[— I ; --cot^^, 0( — ^) :--cot*î». 



IL — Extraction des racines. Spirale éqniangle. 
39. Extraire la racine /i'«"»*^ du rapport entre deux segments 

Fig. 3o. 
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donnés, A et/, c'est déterminer un nouveau rapport jj tel qu'on 
ait 

// est d'ailleurs supposé entier et positif. 

En dehors de certains cas particuliers, directement solubles par 
la rt^gle et le compas, on doit, pour elfecluer graphiquement celle 
opération, recourir à des courbes auxiliaires. 

Sur les cotés OL et OM [fig* 3o) d'un angle pris arbitrairement^ 
on construit les puissances successives d'une droite, au moyen 
de la ligne brisée ABCD . . . KLM, composée de transversales 
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parallèles et anttparallèles. Les segments 

OA — OA, 
0B=0*(2|). 



OC=OA 



(o-')" , 



od = oa(_), 



ainsi déterminés forment une progression géométrique dont la raison 

OB 
est -r--- 
OA 

A côté du triangle AOB on construit le triangle BOG| = BOC, 
à côté de BOCj le triangle C|OPi = COD, puis le triangle 
D,OK^i = DOE, et ainsi de suite. Les côtés AB, BC,, CiD,, 
D|E| , ..., respectivement égaux aux transversales parallèles et 
antiparallèles AB , BC, CD , DE , . . . , forment une ligne polygo- 
nale ouverte ABC|D|E| . . . , dont un côté LM coïncide avec Tune 
des transversales de l'angle LOM lorsque le rapport de cet angle à 
quatre angles droits est un nombre pair. 

Tous les triangles qui ont le point O pour sommet et un côté de 
la ligne polygonale pour base sont semblables. Les figures que 
Ton obtient en réunissant un certain nombre de ces triangles con- 
sécutifs sont aussi semblables, comme composées de triangles sem- 
blables et semblablement placés. Donc , tous les angles LMO, 
KiLO, ïjKjO, ..., FiGiO, ... sont égaux; les angles lC|MO, 
IjLO, H|KiO; ..., ÉiGiO, ... sont aussi égaux ; et il en esl 

de même des angles îiMO, HiLO, GiK|0, . . . , ÛiGiO,- En 

général, tous les triangles ayant pour sommet commun le point O 
et pour bases les cordes qui sous-tendent un même nombre de 
côtés du contour polygonal sont semblables, et les angles au 
centre sous-tendus par les mêmes cordes sont égaux. 

Ces propriétés sont indépendantes de la grandeur arbitrairement 
assignée à l'angle LOM dans la construction du premier triangle 
élémentaire. Elles ne cessent donc pas d'exister si l'on suppose 
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Tangle LOM infiniment petit. La ligne polygonale se tra^nsforme 
alors en une courbe spirale continue, dont les tangentes succes- 
sives sont les bases infiniment petites des triangles élémentaires. 
Mais ces triangles restent semblables entre eux et leurs angles ho- 
mologues à la base restent par conséquent égaux. Donc : 

Toutes les tangentes à la courbe spirale limite de la ligne po- 
lygonale rencontrent sous des angles égaux les rayons vecteurs 
menés du pôle aux points de contact. 

Cette propriété a fait donner à la courbe le nom de spirale équi- 
angle. On la nomme aussi spirale logarithmique, à raison d'une 
autre propriété dont il sera question plus loin (*). 

Si Ton mène, dans une spirale équiangle, les rayons vecteurs 
OA , OB , OCt , ODt , . . . , qui se succèdent avec un même écarte- 
ment angulaire quelconque, les triangles OAB, OBGi, OCiDi, . .. 
seront semblables; conséquemment, les rayons vecteurs OA, OB, 
OCt, ODj , ... formeront une progression géométrique, ce qui 
revient à dire que le contour polygonal ABCiDi . . . , inscrit dans 



(*) On trouve les premières notions sur cette courbe dans la Mécanique de Des- 
CARTES et dans une Lettre de ce savant, écrite en i638 (t. I, n** 73). Descartes re- 
marque, à propos des plans inclinés, que les directions des graves concourent toutes 
en un point situé à distance finie; que, par suite, si le plan incliné est un plan véri- 
table, les angles qu'il forme avec ces directions concourantes n'étant pas é(raux entre 
eux, les charges ou actions relatives aux divers points du plan ne seront pas non 
plus égales entre elles. 11 faudrait alors, suivant l'expression de Descartes, qu'on 
imaginât, au lieu d'un plan, une portion de spirale ayant son pôle 9iu centre de la 
Terre. Le P. Mersenne ayant demandé des explications sur la nature de cette courbe, 
Descartes lui répondit (Lettre 74) qu'une de ses propriétés caractéristiques était que 
les tangentes en tous ses points formassent des angles égaux avec les droites menées 
de son centi*e aux points de contact. (Voir Momtccla, Histoire des Mathématiques y 
2* édit., t. Il, p. 4^~1^i Paris, 179g.) La spirale équiangle a été plus tard l'objet d'une 
étude toute spéciale de la part du jésuite Nicolas. (Voir ses deux Mémoires intitulés 
De novis spiralibus exercitatio geometrica ; Toi osas, 1698, et De lineis spiralibus loga- 
rithmicis; Tolosae, 1692.) 

On trouve aussi des matériaux pour l'étude de cette courbe dans Wallis {Opéra 
mathematica, t. I, p. 260) et dans Barrow {Lect. geometricœy p. 124). Voir KlCgel, 
Mathematisches H'ôrterbuch^ t. IV, p. 439. Mais c'est à Jacqces Berxoulli que revient 
le mérite d'avoir fait connaître les principales propriétés de la spirale. (Voir jicta 
Eruditoruuiy 169'?, iCgS.) Conformément au désir exprimé par Bernoclli mourant 
{yicta Eruditorum, 1G92, p. 212), la spirale fut tracée sur son tombeau avec cette 
épitaphe : Eadcm numéro mutata resurget. (Voir Cantor, AlU^emeine deutsche fiio- 
graphie, t. II, p. f\'j'i, — Klûcel, Mathematisches Jf'ôrterbuch, t. IV, p. 44oO 
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la spirale, sera précisément celui que Ton conslruirail, d'après la 
règle sus-indiquée, en partant du triangle élémentaire OAB. Il 
s'ensuit que, si deux points, A et B, sont pris arbitrairement 
sur une spiraJe équiangle dont le pôle esten O , le contour pol}'- 
gonal ABCiDi . . . , construit en partant de ces points, aura tous 
ses sommets sur la même spirale. Donc : • 

La spirale étjuiangle est dêlermincc quand on connaît son polo 
et deux quelconr/ues de ses points, 

m. — Propriétés de la spirale. 

40. Désignons, dans le système des coordonnées polaires, par/- 
le rayon vecteur qui joint le pôle O à un point de la spirale, et par 
w l'angle compris entre ce rayon et Taxe polaire. On sait (36) 
qu'à des valeurs de w croissant en progression arithmétique cor- 
respondent des valeurs de /'croissant en progression géométrique. 
L'équation de la spirale en coordonnées polaires est donc 

ou 

si l'on désigne la base du système logarithmique par b. 

Attribuons à w des valeurs successives telles que chacune diflTèn» 
de la précédente d'un angle constant a, et représentons par c le 
rajon vecteur qui fait avec l'axe polaire un premier angle égal à a, 
!Nous aurons : 

Pour m:= o r rrr I 

M w :__: a . . r -- c 

n w 1= ? a r Tzi C' 

u w =r 3 « r =. c^ 

On voit par là que l'axe polaire est rencontré par la courbe à 
l'unité de distance du pôle, et que la progression géométrique for- 
mée par les rayons vecteurs qui se succèdent avec le même écarlc- 
ment angulaire a a pour raison le rayon vecteur c, qui fait avc( 
Taxe polaire un angle égal à a. 
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En attiîbuant à « une suite de valeurs négatives, dont deux con- 
sécutives diffèrent aussi entre elles de Tanglea, on détermine des 
rayons vecteurs plus petits que Tunité et décroissant suivant la 
même progression géométrique, qui a pour expression générale 






Les propriétés de la spirale équiangle sont indépendantes non 
seulement de Tanglc a, mais encore du rayon c, qui est la seconde 
des deux quantités servant à construire le contour polygonal dont 
les côtés sous-tendent des angles égaux à a. Pour chaque nouvelle^ 
valeur attribuée à c on obtiendra une nouvelle spirale équiangle, 
caractérisée par une autre constante. On déterminera cette courbe, 
soit au moyen d'une construction, en se fondant sur ce que sa déve- 
loppée est une autre spirale équiangle, soit par le calcul. On obtien- 
dra, par exemple, au moyen des logarithmes de Briggs, une spirale 
de progression rapide, dans laquelle on aura : 

Pour w rrr — .{5** r . z o, lG3<) 

» M -- — 5" / 1— o,8i8o 

W -r O" /• : - I , GOGO 

w = -h 5" r = 1 , 2220 

W = -h 4'5'' /• :^ 6, 0090 

M w —, -'r- (jO° /• ::- 37, '2 1 00 

IV. — Gonstmction de la spirale. 

41. Les divers procédés de construction purement graphique de 
la spirale équiangle reposent sur quelques propriétés de celte 
courbe, que nous devons d'abord éta1)lir. 

La développée d'une spirale équiangle est une autre spirala 
équiangle de même progression. 

Soient F,i , Gji , . . . [fig' 3i ) les centres de courbure qui cor- 
respondent respectivement aux points Fj, Gj , . . . de la spirale. 
Toutes les parties de la courbe étant, comme on Ta vu précédem- 
ment, semblables entre elles, les triangles tels que F|OFn, 
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(iiOG,i, . . . , formés par le pôle O, par les points Fi, Gi, ... delà 
courbe, et parles centres de courbure correspondantsFiijGu,..., sont 
eux-mêmes semblables. Il s'ensuit que les droites OFi, , OGh , . . . 
sont proportionnelles aux rayons vecteurs OFi , OGi , . . . et com- 
prennent entre elles les mêmes angles que ces rayons; en d'autres 

Fig. 3i. 




termes, les droites OFu , OGn , . . . sont les rayons vecteurs d'une 
nouvelle spirale équiangle F,iG|i . . . , semblable à la spirale don- 
née, avec laquelle elle coïnciderait si on la faisait pivoter d\inr 
quantité convenable autour du point O. 

(^ette nouvelle spirale est dite la développée (^* ) de la première. 

42. Deux points quelconques Fi , G, d'une spirale équiangle, 
le pôle O de la courbe, l'intersection N des tangentes aux deux 
points considérés et l'intersection Ni des normales aux mêmes 



(') La théorie des développées se trouve en germe dans le cinquième Livre des 
Sections coniques d'ÀPOLLOMics. C'est ce même Livre qui a donné lieu à la célèbre 
restitution de VmcEstzo Viviani. Voir De maximis ei minimis geometrica divinatio in 
quintum conicorum jipollonii Pergaei adhuc desideratum; Florentiae, MDCLIX. — 
Apoîlonii Pergaei conicorum lib, V, Vly VII paraphraste j4baIphato jésphahanensi 
nunc primum editi, etc. ; Florentiœ, MDCLXI. 
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points, sont cinq points situés sur une même circonférence, dont 
NNi est un diamètre. 

En effet, d'une part, les angles NF,I\i et NGiNi étant droits, la 
circonférence circonscrite au triangle FiNGj a pour diamètre ^iN,; 

d'autre part, la spirale étant équiangle et les angles OFjN, OG,S 
étant par conséquent supplémentaires, le point O appartient aussi 

à la circonférence FiNGi . L*angle NOlNi est donc droit. 

Cette propriété ne cesse pas d'exister lorsque le point Gi , sr 
déplaçant sur la courbe, arrive à ne plus être séparé du point Fj , 
supposé fixe, que par une distance infiniment petite. Le point IS 
est alors lui-même infiniment voisin de Gi, et le point Nt d'inter- 
section de la normale FiNi et d'une normale infiniment voisin<* 
est à une distance infiniment petite du point Fn , centre de cour- 
bure relatif à Fi . Donc le rayon de courbure FjFu , limite de Ki\, , 
est le diamètre d'une circonférence passant par le point O, el, 
en général : 

Les rayons de courbure d'une spirale équiangle sont projeUs 
du centre de la courbe sous des angles droits. 

Cette propriété permet de construire la dé>eloppée d'une spi- 
rale donnée. On voit, en effet, que le point Gn de la développé(\ 
correspondant à un point quelconque Gi de la courbe, est à l'in- 
Icrsection du rayon OGu, perpendiculaire à OGi , et de la nor- 
male GiGji , qui fait avec OGi un angle complémentaire de l'angU" 

constant OGiN, sous lequel les tangentes à la spirale rencontrent 
les rayons vecteurs des points de contact. 

43. On donne souvent, au lieu de la tangente et de son {)oint 
de contact, deux points Fi , Gj de la spirale, assez rapprochés 
l'un de l'autre pour que l'arc FjGi puisse être remplacé par 
un arc de cercle. Cet arc de cercle a pour centre le point N| , 
situé (4-2) sur la circonférence GiOFi, à l'extrémité du diamètre 
perpendiculaire à la corde F|G| . Le centre Pt d'un second arc 
GiHi sera déterminé de la même manière par l'intersection de la 
circonférence HiOGi cl du diamètre perpendiculaire à la corde 
GiIIi. Les points Pi, Gi , N, seront alors en ligne droite si les 
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portions de spirale FiGi et GiHj peuvent être remplacées par les 
arcs de cercle. 

Un premier centre Ni ayant été exactement déterminé par la 
construction précédente, on obtiendra très simplement un centre 
voisin P|y soit en construisant le triangle GiOPi semblable au 
triangle FiONj, soit en coupant GiNi par la perpendiculaire éle- 
vée au milieu de GiHi . On déterminera de la même manière toute 
la suite des points analogues à Ni, Pi, . . . , et de ces points comme 

centres on décrira les arcs de cercles FiGi , GiHi , La spirale 

se trouvera ainsi tracée. 

44. Il est plus facile encore de construire la spirale équiangle 
qui coïncide avec sa propre développée. 

Ayant d'abord construit la portion de spirale qui correspond à 

Tangle — $ on la considère comme développée de la portion sui- 
vante, et l'on trace cette seconde portion, d'après la méthode 
indiquée plus haut, au moyen d'arcs de cercles dont les centres 
sont pris sur la première portion déjà construite ] et ainsi de suite. 
La normale et les rayons de courbure sont en même temps 
tangents à la courbe qui coupe les rayons vecteurs sous un angle 
de 74°79'i8''j3. La tangente de cet angle, c'est-à-dire le rapport 
des rayons vecteurs, est 

3,644*734- 
Ce nombre a pour valeurs approchées 

— , 379^ 973 
5q 1 o4 267 

On peut décrire la courbé sans autre donnée que ce rapport. 
On peut aussi calculer autant de rayons vecteurs qu'on voudra 
au moyen de la formule 

log - = o, oooo3466o6o3 0' = o, 0020799962 0® , 

c 

dans laquelle ©'et 0® représentent, le premier en minutes, le 
second en degrés, l'angle formé par les rayons vecteurs /• et c. 

4 
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45. Lorsque, dans une spirale qui est sa propre développée el 
qui a pour angle de rotation |3 = aAz, on donne Tangle constant a 
compris entre la courbe et le rayon vecteur, on peut'obtenir autant 
de points qu^on veut de la courbe et raccorder ensuite ces points 
par des arcs de cercle. 

On divise Tespace angulaire autour du point O {Jig- Sa) en un 
certain nombre de parties égales 9 , assez petites pour que Tare de 
spirale correspondant à chacune d'elles puisse être remplacé par 
un arc de cercle. Par un point Gi , pris sur Tun des rayons divi- 



Fig. 3a. 



seurs, on mène la droite GiN, faisant avec ce rayon l'angle ÔGjN, 

égal à l'angle donné a. On consi- 
dère le point Fj, non encore con- 
struit, comme situé sur le rayon 
qui précède OGi et qui fait avec 

OGi l'angle 0, L'angle NONj étant 
droit (42), on construit le point Ni 
comme intersection du rayon per- 
pendiculaire à la bissectrice ON 

de l'angle FjOG, et de la perpen- 
diculaire élevée en Gi sur la droite 
GiN. Du centre Ni, avec Ni G, 
pour rayon, on décrit l'arc GiFj, 
qui détermine le point Fi. Le 
centre Pj du second arc de cercle 
GiHi est ensuite obtenu comme 
intersection de la droite GiNi et du rayon perpendiculaire à la 

bissectrice de l'angle GiOHi = 0, qui vient immédiatement après 

l'angle FiOGi. Du centre Pi, avec PiGi pour rayon, on décrit ce 
second arc de cercle, qui détermine le point Hi. Le centre Qi du 
troisième arc est pareillement à l'intersection de la droite HjPi et 
du rayon perpendiculaire à la bissectrice du troisième angle d, et 
ainsi de suite. 

Si l'on divisait l'espace angulaire autour du point O en a""*"* 
parties égales et si l'on faisait l'angle égal à 36o° : a", les rayons 
diviseurs fourniraient non seulement tous les rayons vecteurs qui 




CONSTRUCTION DE LA SPIRALE. 5l 

ialerviennent dans la construction^ mais encore les bissectrices 
des angles successifs et les droites, perpendiculaires à ces bissec- 
tricesy sur lesquelles sont situés les centres des arcs cherchés. 

46. Les précédentes solutions exigent qu'on sache diviser un 
angle donné en un certain nombre de parties égales ou de parties 
proportionnelles à des segments de droites donnés. Cette question ^ 
qui se rattache directement au calcul graphique, peut être résolue 
au moyen d'une progression arithmétique mise sous forme de spi- 
rale. On peut, à la vérité, effectuer les divisions dont il s'agit sur 
l'arc de cercle, qui est la grandeur linéaire servant de mesure aux 
angles plans ; mais les divisions de l'arc de cercle ne sont pas tou- 
jours possibles par la règle et le compas. Aussi sera-t-il plus simple 
et plus général de se servir de la spirale, au moyen de laquelle on 
ramène la mesure des mêmes angles à celle de la grandeur linéaire 
qui constitue la différence des rayons vecteurs comprenant entre 
eux l'angle donné. 

Transformons la progression arithmétique par un procédé ana- 
logue à celui qui nous a amenés de la progression géométrique à 
la spirale précédemment considérée. Nous obtiendrons ainsi un 
second contour polygonal tel, que les rayons vecteurs aboutissant 
à ses sommets successifs, ou comprenant entre eux un même 
nombre de ses côtés, excéderont chacun le rayon précédent d'une 
quantité constante. A la limite, le contour polygonal deviendra une 
seconde spirale, dans laquelle une suite quelconque de rayons vec- 
teurs, séparés par des intervalles angulaires égaux, présenteront 
des longueurs relatives procédant entre elles par équidifférences. 
On donne à la courbe ainsi obtenue le nom de spirale d' Arclii-- 
mède. 

Au moyen de celte courbe, tous les problèmes dans lesquels il 
s'agit de modifier un angle par voie d'addition ou de soustraction 
n'exigeront plus que des additions ou des soustractions linéaires. 

Soit à diviser un angle donné en n parties proportionnelles à des 
droites données. On tracera deux rayons vecteurs de la spirale par 
différence, faisant entre eux l'angle donné; on divisera l'excès du 
grand rayon sur le petit en n parties proportionnelles aux mêmes 
f;randeurs. Les distances mesurées sur le plus grand rayon, entre 
l'origine et les n — i points de division, seront les longueurs des 
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n — I rayons vecteurs à insérer entre les deux premiers pour obte- 
nir la division cherchée. 

La spirale d'Ârchimède devient ainsi le complément de la spi- 
rale équiangle, et, si Ton trace ces deux courbes de même pôle de 
telle façon que le zéro de l'une corresponde à l'unité de l'autre, 
elles formeront un ensemble au moyen duquel les opérations fon- 
damentales du calcul graphique seront ramenées, savoir : la multi- 
plication à une addition , la division à une soustraction, l'élévation 
aux puissances aune multiplication (addition multiple) et l'ex- 
traction des racines à une division (soustraction multiple) (*). 

» 

y. — Applications. 

47. La spirale équiangle sert à résoudre le problème de l'ex- 
traction des racines. Il résulte en effet de sa construction que les 



(') Voir, au sujet de la spirale d'ARCHiMÈDE et d'un instrument imaginé pour la 
construire, deux Notes de M. le professeur Satho, dans les Rendiconti del ReaU Isii" 
tuto Lombardo di Scienze e Lettere, t. Vit, 18741 p. i63-i68 et 499-5o4> C'est d'aiUeurs 
à tort qu'on a souvent attribué l'invention de cette courbe au savant dont elle a 
gardé le nom. Abchimédb a laissé d'importants travaux sur la spirale, mais Platon, 
dans un passage du Timée, en avait déjà fait l'application aux orbites planétaires, 
et, pour en trouver les premières origines, il faut remonter jusqu'à la Géométrie des 
Hindous. Vers la fin du m* siècle avant Jésus-Christ, la spirale fut attribuée à CoNO!f , 
contemporain d'AacHiMÈDE. f^oir KlîJgel, Mathematisches ÎFôrterbuch, t. IV, p. 4ii- 
4ia. — Lebmamn, Die Archimcdische Spirale mit RUcksicht aufihre Geschichte ; Freiburg, 
i86a. — L.-Aii. Sedillot, Sur V origine de la semaine planétaire et de la spirale de Pla- 
ton; Rome, 1873, p. lo-ii. — Chasles, jiperçu historique, etc., Note I, p. 373, sur la 
confusion établie par de Challbs, Vossios et Heilbbonreb entre les spiriques de Pebsbos 
et les spirales d'ABCHiMtoE, et Note VlU, p. 397, sur la description des spirales et des 
quadratrices au mojren d'une surface hélifoïde nunpante, et sur l'analogie de ces 
courts avec celles qui portent le même nom dans le sjrsthme des coordonnées de Des- 
cartes. 

Parmi les mathématiciens qui ont particulièrement étudié la spirale d'ABCHiMÊDE 
avant l'invention du Calcul infinitésimal, il convient de citer Viète (Montfbbbibb, 
Dictionnaire des Sciences mathématiques, 3* édition, t. II, p. 5i3), Wallis {jérithme- 
tiea infinitorum, sive nova methodus inquirendi in curvilinearum quadraturarum, etc. ; 
OxonisB, i655, prop. V-XLV), Bocillau {De lineis spiralibus démons trationes novat; 
Parisiis, i65;, feuillet aiij). 

Nous signalerons enfin comme remontant à une époque très ancienne l'emploi de 
la spirale pour diviser géométriquement dans un rapport donné les angles et les 
arcs de cercle. Voir, en effet, Mathematicœ Collectiones Pappi Alexandrini a Fede- 
rico C0MMA!«DiN0 in latinum conversai et commentariis illustratœ; Bononiœ, 1660, t. IV, 
prop. XXXV. 
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cordes sous-tendant un même nombre de triangles élémentaires 
consécutiTs sont vues du centre O sous des angles égaux, que tous 
les triangles ayant le point O pour sommet et ces cordes pour 
bases sont semblables, et que les rayons vecteurs se succédant à 
intervalles angulaires égaux forment une progression géométrique, 
c'est-à-dire que les côtés d'un angle constant sont entre eux dans 
un rapport constant. Dès lors, si Ton mène les rayons vecteurs res- 
pectivement égaux à deux longueurs données / et / 1 - ] 9 et si 

l'on divise l'angle compris entre ces rayons en n parties égales, 
les rayons vecteurs qui limitent l'une des n**""^" parties de cet angle 

sont entre eux dans le rapport -» qui est la racine /i'*°* du rapport 

des deux longueurs proposées (39). 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de calcider la quantité 

x = yjabc. Le problème revient à déterminer le côté x du cube 
ayant même volume que le parallélépipède ^ont les trois hauteurs 
sont a, b, c. Posons 



.r 3 /« b c 

7= V7 77' 



Fig. 33. 



/ représentant le rayon de l'origine pris pour unité. Déterminons 
les rayons qui correspon- 
dent aux longueurs a, &, c, 

et faisons la somme des trois 

/\ /\ /\ 
angles al, blj cly en ayant 

égard à leurs sens. La quan- 
tité X cherchée est repré- 
sentée par le rayon qui forme 
avec / un angle égal au tiers 
de cette somme. 

La construction se sim- 
plifie quand on prend pour 
valeur de / l'une des trois 
hauteurs données. On a, dans ce cas. 




.r 



^/a c 

y II 
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Supposons c > A > a, et soient OA, OB, OC {Jig* 33 ) les rayons 
vecteurs de la spirale dont les longueurs sont respectivement a, 

by c. Les rapports y j -seront déterminés par les angles AOB, 
dOC, et le rapport ^ : - = ~ parla différence AOB — BOC, soit, 

en faisant DOC = AOB, par l'angle DOB. Si donc on forme 

l'angle XOB = i 6ob; on aura OX = x. 

On voit que les angles de la spirale équiangle ou logarithmique 
remplissent dans le calcul graphique le même oiBce que les loga- 
rithmes dans le calcul ordinaire. 

On ajoute les angles ou on les retranche, selon qu'il s'agit de 
multiplier ou de diviser les rapports de leurs côtés. On multiplie 
un angle par n ou on le divise en n parties égales selon qu'on 
veut avoir la n'*"" puissance ou la racine /i'*"' du rapport de ses 
côtés. 

VI. — Substitution de la spirale aux Tables de logarithmes. 

AS. Nous avons vu (40) que, dans la spirale logarithmique, 
l'angle compris entre un rayon vecteur quelconque et l'axe fixe a 
une valeur égale au logarithme du rayon considéré. Cette courbe 
peut donc remplacer les Tables de logarithmes et servir non seu- 
lement pour l'élévation aux puissances et pour l'extraction des 
racines, mais encore pour la multiplication et pour la division gra- 
phiques. 

Soient /'i, r2, /'s, • • • , r« des grandeurs à multiplier ou à diviser, 
oi)(,ci)2, ci)3, . . . , oi),| les angles qui correspondent à ces grandeurs 
considérées comme rayons vecteurs d'une spirale logarithmique, R le 
résultat cherché, produit ou quotient, û l'angle compris entre la 
grandeur R considérée comme rayon vecteur de la même courbe 
et l'axe fixe. 

On a, s'il s'agit d'une multiplication, 

R = r, r, r, . . . r„ 
et 

log(ri r^r^ ... r^, ) = w, + w, 4- wj H- ... 4- w^, = n. 
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L'aogle il est le logarithme du produit cherché et correspond 
au rayon R qui représente ce produit. 
S'il s'agit de déterminer le quotient 



on a 



'•j 



logrj — logr, = «1 — wj = n, 

et le rayon R correspondant à Tangle il représente le quotient. 

Avant de fixer sur la figure la position de Tangle û, on vérifie si 
le résultat cherché R doit être plus grand ou plus petit que la 
grandeur prise pour unité. Selon que Tun ou l'autre cas se réalise, 
on porte l'angle û, à partir de l'axe fixe, dans le sens des rayons 
croissants de la spirale ou dans le sens opposé. 

S'il s'agit de trouver le produit R d'une suite de rapports — » 



f-i 



— ï — , . . . 
'•4 f-t 



9 on détermine les angles fl|, 11^, Û3, . . ., qui corres- 
pondent respectivement aux rapports simples, et le rayon vecteur 
correspondant à la somme de ces angles donne la valeur du produit 
cherché. 

L'expression 

m, m« ntt 



dans laquelle met n sont des valeurs quelconques, positives ou 
négatives, comprend dans sa généralité l'ensemble des questions 
qui peuvent être résolues au moyen de la spirale. Toutes les valeurs r 
étant portées comme rayons vecteurs de la courbe et les valeurs des 
angles correspondants o) étant respectivement afiectées des mêmes 
indices, l'angle Q qui correspond à R sera déterminé par l'équa- 
tion 

11 = Wt -4- W» -\ W* -T- .... 

//, /î, /ÎJ 

En résumé, la spirale logarithmique permet d'efiectuer très sim- 
plement et par voie graphique la multiplication, la division, l'élé- 
vation aux puissances, l'extraction des racines, et le rôle de cette 
courbe dans le calcul graphique peut être comparé à celui des Tables 
de logarithmes dans les calculs numériques ordinaires. 
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VIL — Courbes logarithmiques. 

49. On porte sur une droite OX(yig^. 34) des longueurs OXo,OX,, 
0X2, . . . , OX;, représentant, à une échelle quelconque, une suite 
de nombres; aux points Xq, X,, X„ . . . , X„, on élève des perpen- 
diculaires représentant, à la même échelle, les logarithmes de ces 



Fig. 3/|. 



Y V, 



î_ 




■X — K~TQ 



JW^ ^^tifi **i 



nombres ; on raccorde ensuite les extémités des perpendiculaires 
par une courbe continue. Cette courbe peut faire l'office d*une 
Table de logarithmes, dont elle est la traduction graphique. 

Pour obtenir le produit de n segments Xi, Xo, Xj, . . .,0:,,, il 
suffira de les porter sur OX à partir du point O, d'additionner les 
ordonnées correspondantes yifjajjs} -- - y Jn et de chercher la 
longueur d'abscisse OX qui correspond à l'ordonnée 



u 



■ji-Hj2-f-j3-H...-hjr/i 



S'il s'agit d'élever Xi à la n""® puissance, on portera sur OX une 
longueur égale kxt, on prendra l'ordonnée correspondante j^4 et 
l'on cherchera l'abscisse relative à l'ordonnée nj-i . 

S'il s'agit, au contraire, d'extraire la racine n^*"** de ar^ on cher- 

chera l'abscisse qui correspond à l'ordonnée — ^ ( * )• 



(*) M. J. DE LA GocR?iERiE a indiqué, dans son Traité de Géométrie descriptive 
(Paris, 1860, p. ig'Ji/fg' 4^0» une courbe propre à remplacer la table des logarithmes 
vulgaires, pour les nombres compris entre 1 et 10. Les abscisses sont les logarithmes 
des nombres représentés par les ordonnées. Ces longueurs sont respectivement me- 
surées aux échelles de o", o5 et de o*", oo5 pour i™. Quand un nombre est dans les 
limites des ordonnées, la courbe fournit immédiatement son logarithme. Quand le 
nombre donné est plus grand que 10 ou plus petit que 1, on le divise ou on le mul- 
tiplie par la puissance de 10 qui permet d'obtenir, à la caractéristique près, son 
logarithme à l'aide de la courbe. 
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Fiff. 35. 



vm. — Conrbes potentieUes. 

50. On arrive au même résultat par Temploi de courbes spé- 
cialeSy que nous appellerons potentielles. Ces courbes , faciles à 
construire, fournissent, par de simples arcs de cercles, toute gran- 
deur radicale de la forme V^'"» dans laquelle meln représentent 
des nombres entiers, positifs ou négatifs. 

Construisons en eflet {Jig> 35) un demi-cercle sur la longueur 
OA = X, prise pour unité. 

Élevons au point A, sur X, 3 

la perpendiculaire AI, et ■ ^^ 

menons du point O, sous 
un angle quelconque a , 
une sécante OS. Le seg- 
ment OC de cette droite 
compris dans Je demi-cercle 
représente la valeur réci- 
proque du segment OB 
compris entre l'origine O et l'intersection de OS et de AI; OB re- 
présente de même la valeur réciproque de OC. Les triangles sem- 
blables OAB, OCA fournissent en effet les relations 




>:OB = OC:>, 



et, puisque X 

(?) 



OB OC 

\ T 



r= I 






OB.OC = i, 



en sorte que, si l'on avait, par exemple, OB = 2, on aurait en 

même temps OC = -• 

Ainsi, pour obtenir la valeur réciproque d'une longueur donnée 
OB, que nous supposerons d'abord plus grande que l'unité, il suf- 
fira de décrire un demi-cercle sur le diamètre OA = i , d'élever 
une perpendiculaire à l'extrémité A de ce diamètre, de couper 
celte perpendiculaire par un arc de cercle décrit du point O 
comme centre avec un rayon égal à OB, et de joindre le point O à 
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l'interseclion par une droite. La partie de cette droite comprise 
dans le demi-cercle sera la valeur réciproque cherchée. 

On modifie légèrement Ea construction lorsque le segment 
donné 06 est plus petit que l'unité. On trace, dans ce cas, du 
point O comme centre, avec la longueur donnée pour rayon, un 
arc de cercle qui coupe le demi-cercle OA en un point G; on 
joint OC, et l'on prolonge cette droite jusqu'à sa rencontre en D 
avec la perpendiculaire élevée à l'extrémité A de OA. Le seg- 
ment OB est la valeur réciproque chercliée. 

Représentons OB par / et proposons-nous de déterminer, d'après 
ce qui vient d'être dit, les puissances f', /*,/*,/*, ..., /"',/"', 

D'un point M quelconque, pris sur OS, on abaisse la perpen- 
diculaire MM, sur X. On a 

OM OB / 



d'où l'on déduit 




M 


OM = 0M,/+ 


(•>) 


OM, = 0Mi- 



L'équation (y) sert à trouver la puissance /"*' quand on con- 
naît la puissance t"". Par exemple, si OM, est la puissance jn'*°" 
de /, cette équation donne 



0M = 



_ ^,«+1 



Fie. 36. 



a, par la figure, 0B= /, c'est-à-dire la première puissance 
de /. Si donc on pose OM, ^ /, 
., on aura OM = /' ; si l'on pose 
^ OM, = /S on aura OM = /», et 
ainsi de suite. 

L'équation (à) sert au con- 
traire à déterminer l"'~' quand 
on connaît l"'. 

Si l'on prend, en effet, OM 
comme ni'*"" puissance de /, l'é- 



•h^ 



quation {$) donnera 



OM, : 



et amsi de suite. 
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La fig. 3ti présente la suite des puissances de OB, ■■ 
eflectivement 



OB^: 



:0A = 



0B_, 



', OBj : 

OB_, = 



0B_, 



5a 
= l; OD a 



= 1*. 



On donne aux points . . . , B_;, B_,, Bg, B,, B^., ... le nom de 
points potentiels, et l'on a coutume de les représenter simplement 
parles chiffres . . -, — a, — i,o, i, 2, 3, . . . , de façon qu'ils appa- 
raissent comme fonctions du point potentiel i. 

Cela posé, si la droite OS pivote d'un mouvement continu sur 
te point O, le point B| cheminera sur cette droite, en se rappro- 
chant ou en s'éloignant de O, selon que OS se rapprochera ou 
s'éloignera de OA. Les autres points potentiels se déplaceront en 
même temps sur OS et décriront respectivement des courhes qu'on 
e courbes potentielles. 



( fie' ^7 ) ^^^ courhes que 
Fig. 37. 




Représentons par I, II, III, 
décrivent les points i, 3, 3, ... 
et par 1, 3, 3, ... celles que 
décrivent les points — 1, — a, 
— 3, .... Il est aisé de recon- 
naître que les premières sont 
ouvertes et s'étendent à l'in- 
fini, tandis que les autres sont 
fermées et sous-tendues par 
l'unité y.. La courbe I est une 
droite, la courbe 0, décrite par 

le point o, est le quart de cercle de rayon OA = 1, et la courbe 1 
est le demi-cercle de diamètre OA. 

On peut d'ailleurs, au moyen d'un angle proportionnel, déter- 
miner les divers points potentiels sans qu'il soit nécessaire de tra- 
cer toutes les perpendiculaires correspondantes. 

On construit à cet eOet un angle tel, que le rayon d'un cercle, 
tracé de son sommet comme centre, soit àla corde de l'arc compris 
entre ses côtés dans le rapport de i à/. On décrit ensuite, du même 
sommet comme centre, un cercle de rayon l'" ; on mesure la corde s 
qui sous-tend l'arc de ce nouveau cercle compris entre les côtés 
de l'angle, et l'on a 

/'■' : ï = I ; / 
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OU 

S = /'«+«. 

Un second angle proportionnel fournirait de la même manière la 
puissance /'"""*. 

Ce procédé ne serait plus applicable si la corde était plus grande 
que le diamètre pris pour unité. 

50. Soit à extraire la racine cinquième d'une longueur donnée / 
au moyen des courbes potentielles. On cherche sur la courbe V le 
point M situé à la distance /du point O, on joint OM, et les inter- 
sections de cette droite avec les courbes successives fournissent 
autant de points potentiels. La distance du point O au point poten- 

tîel 1 est v/, car (Oi)* = OM. On a d'ailleurs 



02=(0i)S 03 = (0i)', 0, — i=(Oi)-S 0, — 2r=(0i)-«, ..., 
d'où l'on déduit 

02 = v^/^, 03=v/^, 0,-i=î^=~, 0,-2=,-:., .... 

On peut se dispenser de construire les courbes potentielles i> 2, 3, 
4, . . ., puisque la valeur de V/~^> P^r exemple, est réciproque 
dey/'P. 

51. Nous allons déterminer maintenant l'équation des courbes 
potentielles et construire leurs tangentes, au moyen desquelles les 
extractions de racines pourront être effectuées sans qu'il soit 
nécessaire de tracer les courbes. 

Soient AM/i {Jig' 38) la courbe des /!'*'»•• puissances et M l'un 
quelconque de ses points. Posons 

OM| = j:, MM,=j, OM=p. 

I^ longueur OB = / est une fonction trigonomé trique de l'angle a . 
On a en effet 

OB = / = > séc« = séca , 

et, puisque 

OM=rÔB«, 
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on a encore 



(0 



pz=,l"=z séc" a , 



équation polaire de la courbe potentielle ouverte correspondant 
aux valeurs positives de n, 

Fig. 38. 




Quant aux courbes potentielles fermées, elles ont pour équation 



(^) 



p = ces'* a 



Les équations (e) et (5) deviennent homogènes quand on réin- 
troduit Tunité X dans le calcul. La première, p = l'*, devient alors 



(*.) 



pi»-' = /" ou 



?=(0 



On obtient de la manière suivante Téquation en coordonnées 

rectangulaires. 

On a 

OM = = /« , 

et, à cause du mode de génération de la courbe, 



O.Mi==:r = /«-». 



Conséquemment, 



-1 -_//i(/»-i) gj x" = /"("- 



1 ^ 



d'où 



P 



a— I 



= x", ( 



P']"-' 



X 



tn 
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et 

Mais cette dernière forme est moins commode que Téquation (s) 
pour les applications que nous aurons à faire. 
En diflférentiant Téquation (e), on obtient 

dp =r/iséc"~*a.rfséca = « sec"- * a . séc a lang a ^a 
= n sec" « . tanga . da = yiptang aday 
d'où 

(ô) -£z=np.VingcL, 

Élevant OR perpendiculaire sur OB et projetant sur OR la nor- 
male MR à la courbe, on a pour équation de la sous-normale 

dû 

II) 0R7z= -f = np.Ukïiaai, 

Élevant ensuite MQ perpendiculaire sur OB, on a 

MQ r:3 OM Ling a = p. l mg a. 

Intrc 'uisant cette valeur dans Téqualion (t), on a 

OR = /î.MQ. 

La similitude des triangles NOR, NQM donne d'ailleurs 

NO = n. NQ, 
d'où 

(x) OQ^>-i)NQ. 

En menant CD parallèle à la normale MN , on détermine le 
triangle OCD, semblable au triangle OMN. La corde CA étant 
d'ailleurs parallèle à MQ, on a, par la similitude des triangles, une 
équation analogue à (x), savoir 

OA=r;// — i)AD, 
d'où 

(\) AD — — î— OA, 
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équation qui permet de construire la tangente au point M, puisque 
CD est parallèle à la normale en ce point. 

On trace, à partir du point O, un rayon quelconque OS, et Ton 
obtient le point M en portant sur ce rayon la ti*^"* puissance OM 
de OB. On porte ensuite la {n — i^*"»» partie de OA de A en D, 
on joint CD, et du point M on abaisse sur cette droite une perpen- 
diculaire MT qui est la tangente cherchée. 

On donne le nom de point normal di\x point D, qui sert à déter- 
miner la direction de la normale. Pour les courbes I, II, III, 

rV, . . . , qui s'étendent à Finfîni, l'équation AD = OA et la 

génération même des courbes indiquent que le point normal est à 
l'extérieur du segment OA. Pour les courbes potentielles i, 2, 
3, . . . , qui ne s'étendent pas à l'infini, n et AD deviennent néga- 
tifs, et par le point D, situé sur le diamètre OA, on ne peut pas 
mener de tangente au demi-cercle OCA. On peut, au contraire, en 
mener une lorsque le point normal est sur le prolongement de OA. 
Mais on sait que la normale en un point M de la courbe poten- 
tielle est perpendiculaire à la sécante DC, qui joint le point normal 
correspondant à l'intersection du rayon OM et du demi-cercle OCA. 
On en conclut que les tangentes à une courbe potentielle qui 
s'étend à l'infini sont parallèles deux à deux. Il arrive en efiel, gé- 
néralement, que la droite DG coupe le demi-cercle en un second 
point Cl et qu'on a sur les rayons OC, OCi respectivement 
deux points M, Mi, appartenant à une même courbe potentielle. 
La tangente au point M est perpendiculaire à DC; la tangente au 
point Ml est perpendiculaire à DCi . Mais DC et DCi coïncident : 
les deux tangentes sont donc parallèles. 

Si les points C et Ci viennent à coïncider, c'est-à-dire si la 
droite DC touche le demi-cercle, les deux tangentes coïncident 
aussi et la courbe passe de la concavité à la convexité ; en d'autres 
termes, le point de contact M est un point d'inflexion. 

On peut d'ailleurs, à raison de leur faible courbure, considérer 
les courbes potentielles comme composées d'une suite de petits 
segments rectilignes. En ce cas, le rapport des racines n***"" de 
deux longueurs p et p, est fourni par l'équation (.9^| ). On a en effet 



i=(îr «•. \-m 
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Nous avons, dans la fig. iy. 



Oi^l, OM = p, Oiim/i, OiMi^pi, 



d'où 



Oi: Oii={/OM: j/OMi. 



Si OM est Tunilé de longueur adoptée et si Ton mène par le point 
M une parallèle MN à AI, on a la proportion 



ou bien 



c'est-à-dire 



OM:ON = î/Oi\i : v^OMj 



I : ON = I : y/OM", , 



ON = ^OMj. 



Fij. 39. 



52. L'extraction des racines au moyen des courbes potentielles 
ne nécessite pas absolument la construction de ces courbes. On 
peuty comme nous l'avons déjà indiqué, se borner à construire 
leurs tangentes. 

Cette observation sera mise en évidence par un exemple. 

Soit / la longueur dont on veut 
extraire la racine, et supposons 
qu'il s'agisse de la racine cubique . 
Du centre O {Jîg- Sp), avec la 
longueur / comme rayon, on dé- 
crit un cercle k; on mène arbi- 
trairement un rayon OS, et l'on 
détermine la troisième puissance 
de Oi . Le point potentiel 3 ainsi 
obtenu appartient à la courbe 
potentielle IIL On mène par ce point la droite 3T, perpendicu- 
laire à la direction CD des normales et par conséquent tangente à 
la courbe potentielle III au point 3. 




s 
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Le point D est donné par l'équation (A) : 

» 

AD =-5^! — OA = -OA, 

3 — I 2 

Â raison de sa faible courbure , la courbe difTère peu de sa tan- 
ente dans le voisinage du point de contact. Elle coupe donc le 
cercle k en un point très rapproché du point M, où ce cercle 
est coupé par 3T, et la droite OM diffère très peu du rayon qui 

donnerait la mesure exacte de y/. Si donc on élève OB à la troi- 
sième puissance, on obtiendra un nouveau point potentiel 3, qui 
sera en général très voisin de M et qui pourra même coïncider 
avec M. 

Si cependant cette première opération ne donnait pas un résultat 
assez approché, on construirait la tangente passant par le nouveau 
point potentiel ; Tintersection de cette tangente avec le cercle k 
fournirait un autre point M qui pourrait, plus exactement que celui 
de la première tangente 3T, être considéré comme point d'inter- 
section de la courbe potentielle et du cercle k. La construction de 
la seconde tangente suffira, dans tous les cas, à un opérateur quel- 
que peu exercé, pour obtenir, avec une approximation suffisante, 
le point d'intersection du cercle et de la courbe. 

Dans la /f^. 39, OB représente y /• Si la longueur / était plus 
petite que l'unité, on déterminerait d'abord la longueur réciproque 

/, = y et on extrairait la racine cubique de /i ; la valeur réciproque 

de cette racine serait la racine cherchée. 

53. Nous compléterons l'étude des courbes potentielles par la 
recherche de Taire du triangle mixtiligne compris entre la base 
OA, le rayon OS et la courbe. Cette aire, déduite du calcul, est re- 
présentée par l'expression 

élu 



- ' 



ces*" a 



Mais Taire d'un triangle mixtiligne peut aussi être déterminée par 
la méthode graphique. 

Soit OEEi {Jig> 4^) la différentielle de la surface OAE. L'aire 
d*un triangle est égale au demi-produit de deux côtés par le sinus 

5 
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de l'angle qu'ils comprennent. Nous admettons que l'angle compris 
entre OE et 0E| est infiniment petit, c'est-à-dire égal à dx, et 

Fig. 4o. 




qu'on peut, sans erreur appréciable, considérer sindx comme égal 
à doL. On a donc, en représentant par dA l'aire différentielle. 

rfA=:-OE.OEi.c/« 

2 

= iOE(OE-f-^OE)//a 

2 ^ ' 

= - (3Ê*€/a 4 - OE.rfOE.rfa 
2 2 

En négligeant le second terme du second membre comme infini- 
ment petit du second ordre, on a 



2 



Mais, d'autre part, 



OE 



OB''=:séc««= - ' 



cos** a ' 



conséquemment. 



— 1 P ^« 
~2j^ ces'" 



expression déjà obtenue parla méthode analytique. 



IX. — Courbe pour Textraction de la racine cubiqne. 

84. Le calcul graphique fournit le mojen de construire une 
courbe spéciale pour l'extraction de la racine cubique. 



COURBE POUR l'extraction DE LA RACINE CUBIQUE. 67 

Sur un segment OA, égal à Tunité {fig* 40> ^^ décrii un demî- 
cercle. On élève la perpendiculaire 
AI sur OA au point A ; on mène 
un rayon quelconque OB ; on prend 
ODt = OC ; on mène DiD paral- 
lèle à AI; du point O comme 
centre, avec OB pour rayon, on 
décrit un arc de cercle qui coupe 
DiD en D. Le point D appartient oi 
à la courbe cherchée. 

Pour le démontrer, on mène DE, perpendiculaire à OD, jusqu'à 
sa rencontre avec OA au point E. On a 




OD =ODi.OE. 



On sait (50) que OC. OB = i . On a donc 



ODj . OD i:^ I ou ODj = 



OD 



et par suite 



ou 



bien 



ou enfîn 



OD* = pî- OE, 
OD ' 



OD ==0E. 



OD=^OE; 



On déterminera de la même manière autant de points de la 
courbe qu'on voudra. 

Pour extraire la racine cubique d'une longueur donnée /, ou 
porte cette longueur sur OA à partir du point O. Sur 0E= ly 
comme diamètre, on décrit un demi-cercle qui coupe la courbe en 
un point D. On a 

OD = J/OË = ^1. 



Quand /est plus petit que l'unité, on détermine j: = i/r- et 1' 



on 



déduit >// = - 
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X. — Extraction des racines par la détermination 
de moyennes proportionnelles. 

85. Soît à déterminer la racine carrée x d'un produit ah. 

On peut eflFectuer cette opé- 
^*8- 4^- ration au moyen de la spirale ; 

mais il est plus simple de re- 
j^ courir au cercle, comme pour 

'/i Y^/', la détermination des moyennes 

..■ // \\ ' .. proportionnelles. 

\\ -^^ On prend sur une droite 

/> }\ > ., {fis- 4a) AB = i, puis 

AD = BC == û. 



B 



Des points C et D comme centres, avec a pour rayon, on trace 
deux arcs de cercle qui se coupent au point E. On a ainsi 



AE=BE=:J7. 

En effet, les triangles ABE, ADE, BCE, équiangles et par con- 
séquent semblables, donnent la proportion 

AB _ AE ^ __ * 

ÂË"~ÂD x'^'a 

d'où 

En faisant 6 = i , on aurait x = yja. 

On arrive au même résultat par d'autres constructions du même 
genre. 

36. S'il s'agit de construire une expression de la forme 



on pourra déterminer successivement m = —9 7i=z—- et la moyenne 

proportionnelle 

jc = ^/i [m -f- ft). 



EXTRACTION DB9 RACINES PAR LA DÉTERMINATION DE MOTENNES, ETC. ^9 

Mais il vaudra mieux déterminer, de la manière qui vient d*étre 
indiquée y les deux moyennes proportionnelles 



et trouver x = yj p- -t- ij'^ comme hypoténuse d'un triangle rec- 
tangle ayant;; et q pour côtés de Tangle droit. 

57. Supposons enfin qu'on ait à construire une expression de 
la forme 



/abc , c' / . //' / 



dans laquelle tous les termes placés sous le radical sont du second 
degré ; 

On posera d'abord 

abc bc . 

— ou '-=y\^ 






ou ^ - // - = J J . 



On déterminera graphiquement, par les procédés connus, 

bc ef , /i , / 

-=;,,. -=/,.-, h-^p,, h-^p,, 

et Ton aura 

On déterminera ensuite 
et finalement 

^ = ^^±31 (M- 

(*) Nous ne croyons pas devoir multiplier davantage les exemples de ces sortes de 
constructions, qui étaient en grande faveur il y a un demi-siècle. On pourra con- 
sulter, pour plus de détails : Lehrbuch der Géométrie zum Gebrauche in gelehrten 
Sckulen und Bildungs^Anstalten, von J.-F. Ahre58. Nîtrnberg, i83i. — Sammlung 
von Aufgaben aus der Elementar-Mathematik, von G.-W. Te^sneb. Leipzig, i833. — 
Geometrische Construction algebraischer jiusdrûcke, von D' H. Glassbb. Erlangen, 
i85i. —Etc. 
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CHAPITRE III. 

I18TRUMEHT8 AUXIUAIBES f OUB LES OPÉBATIOHS DE CALCUL. 



FuLLKR, Télégraphie Computer. New-York (sans date). — Everett, Unhersal propor- 
tion Table, London (sans date), published by Longmans, Green and Dyer. — La- 
laume, Description et usage de l* abaque ou compteur universel, Paris, i845. — La- 
LAKNR, Mémoire sur les Tables graphiques^ etc. {Annales des Ponts et Chaussées^ 
a* série, i846). — Q. Sella, Teoria e pratica del regolo calcolatorio. Topino, Siam- 
peria reale, iSSg, traduction française par G. Mo!<tefiore Lévy. Paris, 1869. — Bel- 
la vms, Macchina da calcolare {Atti delV I, R. Istituto veneto, t. VI, s. 111, p. 376- 
377). Venezia, 1861. — Culmann, Die graphische Statik, Zurich, 1875, n" 6-Î2. — 
Tetiiatbb, Théorie und Gebrauch des logarithmischen Rechenschiebers, etc. Zurich, 
1875. — Herbmakn, Das graphische Einmaleins, Braunschweig, 1875. — Steiher, 
Eine praktische Form des Curven-Lineals {ff^ochenschri/t des Oest, Ing. u, Arch. 
Vereins, Mars 1876. Wien, p. i3a-i33). — Peaccellier, Note sur V emploi des systèmes 
articulés à liaison complète, en Géométricy en Mécanique et dans les sciences appli-' 
quées [ Mémorial de l'Oficier du génie, n" 25. Paris, 1876, p. 369-3P9). 

I. — Généralités. 

58. Les opérations graphiqties sur les logarithmes ont une très 
grande importance dans la pratique. Parmi les instruments imaginés 
pour les faciliter, le plus en usage est la r^ègle logarithmique ou 
règle à calcul ( * ). 



(*) Certains auteurs ont touIu voir la première idée de la règle à calcul propre* 
ment dite, et même des machines à calculer en général, dans les bâtons imaginés par 
Nbpbii (i 550-1617) et décrits en détail dans sa Rabdologia {Rabdologiee seu numera^ 
tionis per virgulas, etc. Edimbnrgi, 1617. Traduction italienne de Locatello avec 
additions; Verona, i623). Voir aussi : Rabdologia or the art of numbring, etc., /irst 
invented by the lord îiknEh, baron of Marchiston, etc., by Seth Partridge. London, 
1648. — The art 0/ numbring, etc., bjr W. L., sans doute W. Lctbocrnb. London, 
1667. — ScHEFPELT, Nepperianische RechenstOblein, Ulm, 1699. ^^^ bâtons de Nepes 
{Nepeirs Bones, lames népériennes, vergettes numératrices) ne sont en réalité qu'un 
perfectionnement apporté aux procédés de multiplication précédemment enseignés par 
PnSRB Apiar (i/|95-i553) {Ein newe und wolgegrûndte, etc. Durch Petrcm Apianum. 
a* édition de Francfort, i537), et par d'autres arithméticiens du moyen âge et du 



GÂlféRALITBS. 71 

A la vérité, les opéralions qu*on effectue à Taide de ta règle ne 
sont pas graphiques dans le sens strict du mot, car elles ont pour 



XTi*sîèe1e (Piux»s, Compendion de h abaco. — Oiohcb Fi:(<b, Àritkmetiea pracùea. 

— Petcbonb, jirithmetica practica, -— Ramds, Scholœ mathematicœ, — Voir Cbasles, 
jiper^tt historique^ etc. Paris, 1875, p. 53/|, et Rudolf Wolf, Gesckickte der jâstrono^ 
mie. Mnnchen, 1877, p. 353). On en retrouve le principe dans le suanpan des Chinois, 
qui remonte à l'antiquité la plus reculée (Dobaldb, Ausfûhrliche Besckreibungen des 
chinestscken Reiches, etc., ûbersetzt Ton Moshcim. Rostock, 17471 t. III, p. 35o. — 
LiBRi, Hist. des Se. math, en Italie^ t. I, p. 34 1. — Velser, Rerum augustanarum, etc. 
Venezia, iSqS, p. 368. — La Locbère, Du rojraitme de Siam. Paris, (691. — Du Mo- 
LiSET, Cabinet de la Biblioth. de SaintC'Genevihve . Paris, i6ga, p. a3. — Hacer, An 
explanation of the elementarjr characters of the Chinese, London, 1801.) 

Saktiki {^Atti delV /. R. Ist, leneto, etc., t. II. Venezia, l8^6•>57, p. i33) assure que 
I^BrcR ne s'en tint pas à ses vergettes et que, aussitôt après avoir découvert les loga- 
rithmes, il imagina d'effectuer les opérations arithmétiques au moyen d'échelles gra- 
duées. Mais le mérite de cette invention revient à Gunter (i58f-i626) (Hexrio!«, 
Logocanon ou règle proportionnelle y etc. Paris, i6a6. — W. Leydocrub, The i^*orAs of 
Ed. Gunter, etc. London, 1673. — Montccla, Hist. des Math., t. II. Paris, an Vil, 
p. 33. — Kl€gel, Mathem. Wàrterbuch ; Die reine Mathem. Leipzig, 1808, p. 587. — 
Sedlaczek, Ueber Visir^ und Recheninstrumente. Wien, i856, p. 2. — Rous, Instruments 
et machines à calculer. Paris, 1868, p. 74. — Behoit, La règle à calcul expliquée. Paris, 
i853, p. v-vi. — Heatber, A Treatise on mathem, instruments» London, 1869, p. 25. 

— Rudolf WoLF, Op. cit., p. 35'|. — Ticiiv, Logarîthmisch-trigonometrische Tafeln, et(f. 
Wien, 1878). L'échelle de Gunter {Gunter* s Une, Common Gunter, Navigation scale) 
exigeait l'emploi du compas, qui introduisait des chances d'erreur et ralentissait 
les opérations. Wixgatb (i 593-1656), à qui la France doit ses premières Tables de lo- 
garithmes, supprima le compas et distribua les divisions logarithmiques sur deux 
règles mobiles juxtaposées {Construction , description et usage de la règle de pro- 
portion; Paris, 1624. Arithmétique logarithmique; Paris, 1626. Of natural and arti- 
ficial Arithmetic ; London, i63o. — Voir aussi Heilbrojiner, Historia Matheseos, etc., 
a mundo eondito ad stec, P. C. N. XVI. Lipsiœ, 1743, p. 810). Vers la même époque, 
OcGirrRED (1574- 1660) traça les divisions logarithmiques sur deux cercles concentriques 
munis de deux indices mobiles {Circle of proportion, etc. London, i632 ; Oxford, 1660. 

— Description and use of the double horizontal dial. London, i636; Oxford, i652.) En 
i65o, MiLBm!(B remplaça les formes rectiligne et circulaire par une courbe que nous 

croyons être Thélice, bien que certains auteurs la désignent sous le nom de spirale 
(Historjr of logarithms, en tête des Hutton's mathematicul Tables, 181 1, p. 36. — KlC- 
CEL, op. cit., p. 587. — Bb!ioit, op. cit., p. vil. — Sedlaczek, op. cit., p. 3). — 
Forstbr et LKTBOCRnB ne disent rien de cette disposition, qui n'eut sans doute pas 
plus de succès que les tiges articulées d'HoRNER (R. Wolf, op. cit., p. 354). En 1657, 
Seth Partridgb fit construire par Hay;ies des échelles logarithmiques à trois règles, 
dont l'une glissait entre les deux autres, liées entre elles à leurs extrémités. C'était 
déjà le type de la règle à coulisse moderne ( The description and use of an instru^ 
ment called the double seule of proportion. London, 1671). C'est à partir de ce mo- 
ment que l'nsf ge du nouvel instrument se répandit en Angleterre. Fabriqué d'abord 
à Soho, il prit le nom de soho-seale ou de soho^rule, et plus tard celui de sliding- 
rule, qu'il à conservé (Karl von Ott, Der logarithmisehe Rechenschieber, etc. Prag, 
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point de départ des données analytiques et aboulissetit pareille- 
ment à des résultats analytiques. Nous croyons cependant utile de 



1874» p* i)* En 1876, rallemand Bilbb supprima les indices d'OucBTRBD et rendit le 
disque intérieur mobile autour de son centre (Lkupold, Sckauplatz der Rechen^ un<i 
MesS'Kunst, etc. Lipsiœ, 1737, p. 77). Bientôt après, le ^1 meehajiicus, qui nécessi- 
tait encore l'emploi du compas, fut proposé par ScHBrriLT {Pes meehanicus artipcia^ 
Ut, etc. Ulm, 1699), puis perfectionné par Lbcfold {op» cit.), 

U Histoire de VAciidémie des Sciences (Paris, 1739, p. 14^} contient la description 
d'un disque en carton, imaginé en 1737 par Clairact pour prendre les angles, faire 
les calculs arithmétiques et résoudre les triangles rectangles. Le même Recueil (1740» 
p. 59) signale une modification des bâtons de Neper, proposée en 1780 par R00S6A15. 
En 1741» Camvs proposa un instrument propre à jauger les tonneaux et autres 'vais- 
seatix, etc. Cet instrument consistait en un bâton à rainures dans lequel glissait une 
règle {Mémoires de l'Acad, des Sciences, Paris, 1744» P* ^^ > 4^3)« M* ^oj:» affirme 
(op, cit., p. 75), sans toutefois s'appuyer sur aucun document, que le sliding-ruh 
proprement dit fut inventé en 1760 par Leadbbtter, et, d'autre part, M. Bkkoit {op. 
cit., p. vin) estime que Lbadbetter no fit qu'eipliquer {rojal gauger) la jauge de 
Camcs, dans laquelle il faudrait voir le point de départ d'un grand nombre de règles 
spéciales et même le type primitif de la règle à tiroir actuelle. Nous ne pouvons que 
maintenir, à rencontre de ces opinions, ce que nous avons dit plus haut touchant 
les inventions de Wijigatb et de Si^vn Partridge. 

En 176 1, Lambert {Besckreibung und Gebrauch der logarithmisckcn Recheustàbe, etc. 
Augsburg, 1761, 1773) fit construire deux règles jumelles de 4 pieds, avec graduations 
en regard, glissant l'une contre l'autre et fournissant des résultats approchés au demi- 
millième {Encyclopédie méthodique, article de Jea!( Ber?(Oi:lli. Rapport de FnAncoRVU, 
dans le Bulletin de la Société d'encouragement, 20* année, p. 77). 

La plupart des instruments logarithmiques que nous venons d'indiquer ont été 
décrits d'une manière plus ou moins complète, el quelquefois avec des variantes, par 
Bocgcer {Traité de navigation; Paris, 1698), SavébiE!! {Dictionn. universel, etc., 1. 1: 
Parifl, 1753, p. 3o5), Leiio?ixier {Abrégé du pilotage; Paris, 1766), PBzetias {Nouveaux 
essais pour déterminer les longitudes, etc.; Paris, 1768), Robertsom {Treatisr on ma^ 
them. instruments; London, 1775), Fortix {Atlas céleste de Flamsteed, 1776), et La- 
lande {F.nc^'clop, méth., au mot Échelle anglaise), 

Nous avons dit ailleurs {Géom. de position, p. w) que la loi du 18 germinal an 111 
prescrivit l'établissement d'échelles métriques pour la réduction sans calcul des me- 
sures anciennes en mesures nouvelles. L'article XIX de cette loi est ainsi conçu : « Au 
lieu des tables de rapports entre les anciennes et les nouvelles mesures, qui avaient 
été ordonnés par le décret du 8 mai 1790, il sera fait des échelles graphiques pour 
estimer ces rapports sans avoir besoin d'aucun calcul. L'agence est chargée de leur 
donner la forme la plus avantageuse, d'en indiquer la méthode et de la répandre 
autant qu'il sera nécessaire ». On doit à cette disposition V Arithmétique linéaire de 
Pot'CnET et sans doute aussi le cadran logarithmique proposé en 1796 par Leblond 
{Cadrans logarithmiques appliqués aux poids et mesures; Paris, 1799). Ce cadran, 
reproduit en 1798 par Gattet sous le nom d'arithmographe {Instruct. sur l'usage 
des cadra/ts logarithm.; Paris, 1799. — Explication de la jauge logarithm.; Paris. 
1806. — Explication et usage de Varithmographe ; Paris, 1810. — Usage du caleu^ 
lateur, etc.; Paris, 1819. — Société d'encouragement, i5* année, p. 49)> ne différait 
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donner ici, à Texerople de Culmann, quelques notions essentielles 
sur la théorie de la règle et sur son emploi. Nous voudrions pou- 
voir contribuer ainsi à la vulgarisation d'un instrument qui est 
appelé à rendre jde grands services. Sans doute, les calculs par la 
règle ne comportent pas Texactitude presque absolue à laquelle on 
peut atteindre par Temploi des logarithmes ; mais ils fournissent 
en beaucoup moins de temps des résultats approchés à —^ ou à 
^y ce qui est presque toujours suffisant dans la pratique indus- 
trielle («). 

II. — Échelles mobiles. 

59. Avant d^entrer dans les détails relatifs à la règle à calcul et 
à son usage, nous expliquerons comment on peut effectuer Taddi- 
tion et la soustraction au moyen de deux échelles graduées glissant 
l'une contre Tautre. 



par aucune disposition essentielle des cercles d'OccRTREo, modiflés par Biler. Moins 
complet que )e carton de Clairaut, il était, d'après M. Rous (o/?. cit., p. 76), l'exacte 
reproduction d'une roue arithmétique imaginée par Glovkr. A cette catégorie d'in- 
struments circulaires se rattachent les boîtes à calculer d'HoYAU, divisées logarithmi- 
quement sur leur périphérie cylindrique (^Bulletin de la Société d'eucouragemenfy 
1816, p. i5o). Toutes ces dispositions curent peu de succès, et la règle à tiroir no 
tarda pas à entrer déflnitivement dans la pratique française. Jomabd contribua beau- 
coup à ce résultat. Ayant importé d'Angleterre, en i8i5, la régie que les frères Joxrs 
y construisaient, il fit (1821) exécuter par Le!(0IR, d'après ce type, des instruments 
précis, à la tulgarisation desquels il sut intéresser la Société d'encouragement {Bu/^ 
letin de la Société d'encouragement, i4' année, p. 179; 3o* année, p. i\ et 77; a3" an- 
née, p. 139). Les instruments de calcul ont revêtu depuis des formes d'autant plus 
variées qu'on s'est attaché à répondre, par des dispositions spéciales, aux I:esoins par- 
ticuliers des diverses industries. Nous décrirons plus loin quelques-uns de ces instni- 
ments et nous fournirons une nomenclature aussi complète que possible des autres. 
Qu'il nous suffise d'ajouter ici que la règle à calcul fut adoptée en Autriche Ters 
i8.{o, par les soins des professeurs Adam Bcrg et Scbclz von Strassjiicki (Sedlaczek, 
op. cit., p. 4)» et qu'on doit à Quinti:<0 Sella {op. cit.) d'en avoir introduit l'usagt; 
en Italie quelques années plus tard. 

(') La règle logarithmique est surtout répandue en Angleterre. Les commerçants, 
*e8 industriels, les hommes techniques, l'ont adoptée pour les opérations de calcul 
plus ordinaires, bien que son emploi soit forcément exclu d'un grand nombre 
d'applications dans un pays où le système décimal n'a pas encore été introduit. Mous 
citerons, h ce propos, le passage suivant d'une Lettre qui nous a été écrite par M. le 
professeur J.-D. Evbrett, de Belfast : « Slide ruies will be much more usefui in 
France and Italy than in England on account of the greater prevalcnce of décimal 
Systems. » 



74 CALCUL GRAPHIQUE. — CHAPITRE 111. 

Supposons d*abord que ces deux échelles portent des divisions 
égales, graduées dans le même sens, et que le déplacement relatif 
des divisions correspondantes ait été opéré dans les conditions de 
la fig. 43. Les nombres inscrits sur les divisions qui se trouvent 

Fig. 43. 

? s M) ^ lA gtO n 39 

t^i ii r i i iiiiii'iitri»!!! ■■■!«» I 

en regard Tune de l'autre présentent alors une dilTérence constante 
qui, dans notre cas particulier, est égale à 7. 

Si Ton désigne par a, i, c, . . . les nombres inscrits sur les divi- 
sions de Téchelle supérieure et par a^, £«, Cf, ... les nombres 
marqués sur les divisious en regard de Téchelle inférieure, on a 
évidemment 

a — a^--=: b — ^, -rr c — <?i = ... =^ 00, = const. 

Si Ton considère Tune de ces grandeurs, b par exemple, comme 
inconnue, on a 

(a) h z=za — ^1 -f- />»,, 

par où Ton voit que les échelles permettent de" retrancher d'un 
nombre a un autre nombre a\ et d'ajouter un troisième nombre b% 
à la différence. 

Posons, par exemple, comme l'indique ^^Jig- 43, 

On retranche le segment OA4 du segment OA, en mettant, par le 
déplacement relatif des échelles, les divisions A et A< en face l'une 
de l'autre; on obtient ainsi la différence a — Uf =7, et, comme 
Oi B, = i, = I a, on a i = OB = 19. 

La position des échelles ne doit donc subir aucun changement 
tant que les deux premiers termes a et ai de l'équation (a) ne 
sont pas modifiés, et on lit immédiatement la somme b correspon- 
dant à une valeur quelconque de 6|. 

60. Supposons maintenant que, l'une des échelles restant fixe. 
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Tautre soit renversée. On voit, par \difig, 44 > q^^ ^^ somme de 
deux nombres placés en regard est alors constante (17 dans le cas 

Fig. 44. 

I ■ ■ ■ ' '■!!' ■ 1 ; i 1 ; I i 1 ■ ■ ! ! ; w ' ' ' ■■>■ ■ ■ ■ . 

de la figure), et Ton a 

Si l'on prend une de ces grandeurs, b par exemple, comme 

inconnue, on a 

b z=z a ~\- a^ — ^|. 

On peut donc, en déplaçant deux échelles renversées de divi- 
sions égales, ajouter à un nombre quelconque a un autre nombre a^ 
et retrancher un troisième nombre b^ de la somme des deux 
premiers. 

La position des échelles reste invariable tant que a et a^ ne 
changent pas, et Ton peut lire directement la somme i corres- 
pondant à une valeur quelconque de £|. 

61. On peut aussi accoupler dans le même sens ou en sens in- 
verses des échelles de graduations difTérentes. Le plus souvent, en 
ce cas, les divisions sont dans le rapport de i à 2 ou de i à 3. 

Dans ^àfig' 4^1 l'échelle inférieure est double de la supérieure ; 

Fie- 4'>- 

s 10a, 15 20 g 2& 10 

O I ' ■ . 1 I 1 » t . I ■ ■ I ■ I ' ' ' ^ I I t I « 1 ■ I t ■*— i 

• (>^ ) » ■ I T-i- I I 1 ■ ■ I T ' 

il faudra donc multiplier les nombres de la première par deux, 
avant de les composer avec les nombres de la seconde. Si les 
nombres appartenant aux deux échelles sont respectivement affectés 
des indices a et 1 , on aura pour deux échelles de même sens les 
différences constantes 

et, considérant £| comme inconnue, 

Ô| r= «1 — 2«j -h 2 ^,, 
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S'il s^agit de déterminer ^2» on aura 

*i = «î — ï«i-H if^i- 

Quand les deux échelles sont inversement placées, on a les 
sommes constantes 

et par suite 

^», -a, -H|rt, — Y^. 

En général, si les divisions des échelles, au lieu d^étre dans le 
rapport j, sont dans le rapport — j on a respectivement, pour les 
échelles de même sens et pour celles de sens inverses, 



m/Il — /î<7, r^ nibi — nb^ zrz mc^ — /îr, t- . . . r^ const., 
/wfl, -h /ïfl, --=. mb^ -+- nb^ =. mc^ 4- wc, — - . . . = const.. 



d'où Ton déduit 



n n 

m /7i 



/i n 
£»j = ^1 H ^j ft,. 



Si les segments 0(ABC . . . et Oi)A|B<Cj ... des deux 
échelles, au lieu d'être proportionnels aux nombres «, i, c, ... et 
^o ^o ^o •••) étaient proportionnels aux logarithmes de ces 
nombres, les valeurs loga, logA, loge, ... de Tune des échelles 
correspondraient respectivement, sur l'autre, aux valeurs logai, 
ii, logr,, .... 

III. — Description de la régie logarithmique. 

62. La règle logarithmique, dans sa forme la plus usitée, pré- 
sente les dispositions suivantes (*). 

Une règle en bois, de o™, 26, porte sur toute sa longueur une 



(') Oa pourra suivre ces explications sur la règle construite par TATEasdER-GBAVET. 
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rainure dans laquelle glisse à frottement doux une languette appelée 
tiroir. Sur le flanc supérieur de la règle, ordinairement en biseau, 
est une échelle de o^,25 de longueur, divisée en centimètres et 
millimètres, graduée de zéro à 25, et dont chaque extrémité est 
séparée du bout voisin de la règle par un intervalle non divisé 
de o™,oo5. Le flanc inférieur vertical porte une seconde échelle 
divisée de la même manière, mais graduée de zéro à 26 sur toute 
la longueur de la règle. Au fond de la rainure est une troisième 
échelle divisée comme la précédente, mais graduée de 26 à 52. 

La face de la règle porte en outre, sur les rives de la rainure, 
deux échelles dites inférieure et supérieure. 

Les divisions de Téchelle inférieure marquent des intervalles qui 
vont en décroissant de la gauche vers la droite, suivant une loi que 
nous allons d^abord indiquer. 

On sait que, si deux nombres décimaux ne difi*èrent que par la 
position de la virgule, leurs logarithmes, dans le système vulgaire, 
ont la même partie décimale ou mantisse et ne di Obèrent que par 
la caractéristique. Ayant pris comme unité, et par suite comme 
expression linéaire du logarithme de 10, la longueur totale de Té- 
chelle inférieure, soit o™, 25o, on obtient les divisions de cette 
échelle en portant de gauche à droite, à partir de son origine, des 
longueurs proportionnelles aux logarithmes des nombres compris 
entre i et 10, c'est-à-dire proportionnelles aux mantisses logarith- 
miques en général. Les divisions principales, correspondant aux 
logarithmes des nombres entiers i, 2, 3, . . «, 9, 10, sont marquées 
1, 2, 3, . . ., 9, 10 sur l'échelle. La division marquée i est évidem- 
ment à l'origine. Les intervalles entre deux divisions principales 
consécutives, entre 3 et 4 p^i* exemple, sont subdivisés en dix in- 
tervalles secondaires , qui correspondent aux logarithmes des 
nombres 3 » i o, 3 , 20, 3 , 3o, . . • 3 , 90, et qui décroissent par con- 
séquent suivant la même loi que les intervalles principaux. Les 
intervalles secondaires devraient être eux-mêmes subdivisés en dix 
intervalles de troisième ordre; mais, pour éviter toute confusion, 
on se borne à les subdiviser en dix entre les divisions principales 1 
et 2, en cinq entre les divisions 2 et 3, 3 et 4» et en deux entre 
les divisions 5 et 10. Il en résulte que les subdivisions eflective- 
ment tracées sur l'échelle sont au nombre de cent entre les divisions 
principales i et 2, de cinquante entre les divisions 2 et 3, 3 et 4 y 
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et de vingt entre deux divisions consécutives quelconques au delà 
de 4- Les divisions ainsi disposées correspondent aux nombres 

I, i,oi, i,02y ...., 1,10, ifii, ifiSi ...., i»98, if999 

2y 2y02y 2,o49 ...., 2,IO, 2,12, 2,98, 3, 3*02, . , 3,g8, 

4} 4»^^9 4>io> 4)1^» •-•*9 4i9^« ^> 5,o5, , 9«9^f i^t 

La distance entre Torigine de Féchelle et la division qui corres- 
pond à Tun quelconque Â de ces nombres, c'est-à-dire la mantisse 
graphique commune au logarithme de A et aux logarithmes des 
produits de A par toutes les puissances de lo, est égale au pro- 
duit qu'on obtient en multipliant le logarithme de A par la lon- 
gueur totale de Téchelle. Ainsi, la distance entre Torigine i et la 
division /ifi^ étant de o™, 1669, la longueur de l'échelle étant de 
o"*, aSo et le logarithme de 4>65 étant 0,6674» on vérifie que 

o"*, 1669 — o"*, 25o.log 4, 65 = o*", 25o X 0,6674. 

On lit exactement sur l'échelle les nombres qui correspondent 
aux divisions tracées, et par suite aussi les multiples et sous-mul- 
tiples décimaux de ces nombres. Quant aux nombres qui corres- 
pondent à des points compris entre deux divisions consécutives de 
l'échelle, on en fait l'estimation approximativement et à simple 
vue. 

L'échelle dite supérieure, tracée sur l'autre rive de la rainure, 
se compose en réalité de deux échelles identiques situées à la suite 
Tune de l'autre et ne différant de l'échelle inférieure qu'en ce que 
leur longueur, prise comme unité et comme expression linéaire du 
logarithme de 10, est de o",i25 au lieu de o", 200. L'origine de la 
première échelle supérieure et l'extrémité de la seconde corres- 
pondent respectivement à l'origine et à l'extrémité de l'échelle 
inférieure. Chacune des échelles supérieures est partagée en neuf 
intervalles, limités par dix divisions principales qui sont numé- 
rotées de I à 10, de la gauche vers la droite. Ces intervalles sont 
subdivisés en dix parties, et la loi de décroissance des divisions 
principales et secondaires est exactement celle qui a servi de base 
a la construction de l'échelle inférieure. Quant aux subdivisions 
de troisième ordre, elles devraient être aussi au nombre de dix; 
mais, pour ne pas surcharger la règle, on les a réduites à cinq 
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entre les divisions principales i et a, à deux entre les divisions 
a et 3» 3 et 4» 4 ^^ ^> ^^ ^^ I^s ^ supprimées entre les divisions 5 
et lo. A cette différence près dans le nombre des divisions de troi- 
sième ordre effectivement tracées, les échelles supérieures sont 

semblables à Téchelle inférieure et le rapport de similitude est - • 

La distance entre deux divisions quelconques, tracées ou non 
tracées, de chacune des échelles supérieures, est donc égale à la 
moitié de la distance comprise entre les divisions homologues de 
l'échelle inférieure, et les logarithmes des mêmes nombres sont 
représentés sur celle-ci par des longueurs doubles de celles qui les 
représentent sur chacune des deux autres. Ainsi, la distance entre 
la division i et la division 2 est o"*,075a sur Téchelle inférieure et 
g"*, 0376 sur les échelles supérieures. 

On vient de voir que le défaut d'espace ne permet pas d'insérer 
sur les échelles supérieures autant de subdivisions que sur l'échelle 
inférieure. La première échelle supérieure à gauche ne porte, en 
effet, que les divisions correspondant aux nombres 

I, 1,02, i,o4« •••< Il 10, 1,12, ...., ii98f SfOo, 

2,o5, 2,10, ... a, 95, 3,00, 3,o5, ...., 4*9^' 5,oo, 
9 , 1 o , o 1 20 , •*., ..«., ••■*! ••••• 9) 9 9 I o • 

Les divisions de la seconde échelle supérieure, à droite, corres- 
pondent aux nombres 

10, 10,2, iu,4i •••^ II» ii»^! ••* i9«8y 20, 
ao,5, 21, 21,5, ...» 29,5, 3o, .., 49f^> ^o« 
5i, 52, 53, •••« ....» ...., 98, 99, 100. 

On peut donc lire sur l'échelle supérieure, considérée dans son 
ensemble, tous les nombres compris entre i et 100. Les nombres 
de I à 10 se lisent sur la première moitié de l'échelle, les nombres 
de 10 à 100 sur la seconde moitié. 

Le tiroir est gradué sur la^aceet sur le revers. La face, située dans 
le même plan que celle de la règle, porte sur chacune de ses arêtes 
des divisions identiques, qui sont l'exacte répétition de l'échelle 
supérieure de la règle. Le revers porte diverses graduations que 
nous allons successivement indiquer. 
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LMchelle inférieure, dite des parties égales^ a la même longueur 
que réchelie inférieure de larègle, soit o™,25o, et est divisée en cinq 
cents parties égales, d'un demi-millimètre chacune. Mais elle est 
graduée de zéro à looo, comme si elle portait un nombre double de 
divisions. La graduation est dirigée de droite à gauche, et la dis- 
position est telle que, si Ton fait coïncider Torigine de Téchelle de 
face du tiroir avec Torigine commune aux échelles de face de la 
règle, l'extrémité droite de celle-ci marque exactement, sur le 
revers du tiroir, l'origine de l'échelle des parties égales. Si Ton 
déplace ensuite le tiroir jusqu'à ce que l'origine de son échelle de 
face coïncide avec une division quelconque de l'échelle inférieure 
de la règle, la quantité de ce déplacement sera lue exactement sur 
la dernière division à découvert de l'échelle des parties égales. Le 
nombre fourni par celte lecture sera le logarithme du nombre 
marqué sur l'échelle inférieure de la règle par l'origine de l'échelle 
de face du tiroir. 

Le tiroir présente, à la partie supérieure de son revers, une 
seconde graduation, dite échelle logarithmique des sinus ^ qu'on 
obtient en portant, à partir de son origine, des longueurs propor- 
tionnelles aux logarithmes des sinus des arcs ayant pour rayon 
cent fois l'unité. 

Cette échelle a son origine et son extrémité respectivement en 
regard de l'extrémité et de l'origine de l'échelle des parties égales ; 
sa chiflraison va donc croissant de gauche à droite. L'origine cor- 
respond naturellement à l'arc dont le sinus a pour logarithme zéro. 
Ce sinus, égal à l'unité, c'est-à-dire au centième du rayon, est 
donné par l'arc de 34'33'^7. L'extrémité de Téchelle correspond à 
l'arc de 90^, dont le sinus, égal au rayon, soit à 100 unités, a pour 
logarithme 2. Ce logarithme étant graphiquement représenté par 
la longueur totale de l'échelle, soit u"^, 260, le logarithme i le sera 
par 0^125; d'où il suit que la même unité linéaire détermine les 
longueurs des logarithmes sur l'échelle supérieure delà règle et sur 
l'échelle des sinus et que, si Ton met ces deux échelles en is^gard, 
le sinus d'un angle quelconque a pour valeur la centième partie 
du nombre de l'échelle supérieure qui correspond à la graduation 
du même angle sur l'échelle des sinus. Les divisions effective- 
ment tracées sur cette dernière échelle procèdent de 10' en 10' 
depuis 40' jusqu'à 10®, de ao' en 20' entre 10® et 20^, de 3o' en 
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3o 'entre ao° et So**, de degré en degré entre 3o* et 60", de 2® en a° 
entre 60® et 70°; au delà de 70**, trois divisions sans intercalaires 
correspondent à 75**, à 80° et à 90**. Mais ces divisions ne sont 
chiffrées que de degré en degré jusqu*à 10**, de 5" en 5**, entre lo** 
et 20°, et de lo** en 10® entre 20** et 90®. 

Le tiroir présente enfin, sur Taxe longitudinal de son revers, une 
troisième échelle, dite des tangentes, construite de la même manière 
que Téchelle des sinus et avec la même unité linéaire. Son extré- 
mité correspond en effet à Tare de 4^°, dont la tangente, égale au 
rayon loo, a pour logarithme le nombre 2, représenté ici, comme 
dans Téchelle des sinus, par la longueur totale o*", 200. L'échelle 
des tangentes porte quarante-cinq divisions principales correspon- 
dant aux arcs de i^, 2^, S'", . . ., 4^"- ^^s divisions intermédiaires 
procèdent de 10' en 10' depuis 40' (division voisine de l'origine) 
jusqu'à io°, de 20' en 20' jusqu'à 20", de 3o' en 3o' jusqu'à 45'*, 
c'est-à-dire jusqu'à l'extrémité de l'échelle. 

Sur ces échelles trigonométriques, comme sur les échelles des 
nombres, on doit apprécier à vue la position des points intermé- 
diaires, qui correspondent à des angles compris entre deux divi- 
sions consécutives. 

Nous avonsadmis jusqu'ici que le tiroir restait en position directe, 
c'est-à-dire que les divisions de son échelle de face et les division i* 
des échelles de la règle procédaient dans le même sens. Mais on 
peut retirer le tiroir de sa rainure et l'y introduire de nouveau, 
après l'avoir retourné, de telle sorte que, sa face restant toujours 
visible, les deux séries de divisions considérées soient en sens 
contraire. On dit alors que le tiroir est en position in\ferse. Tous les 
instruments ne sont pas disposés de façon à permettre ce renver- 
sement, qui n'a d'ailleurs d'utilité que pour certaines opérations 
effectuées au moyen de l'échelle des sinus. 

IV. " Théorie et usage de la règle. 

63. Nous supposerons d'abord le tiroir en position directe et 
ouvert dans une mesure quelconque. Soient alors a, £, ... les 
nombres qui martjuent une suite de divisions sur l'échelle supérieure 
de la règle et ^i, &{, ... les nombres qui marquent les divisions 
en regard sur l'échelle du tiroir. Les deux échelles sont dans la 

6 
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position indiquée par l^Jig* 43) et Ton a (59) 

\ogb =z logtf — log«| -+• log^,, 
d'où 

La diflTérence entre les logarithmes de deux nombres en regard 
reste constante, et, par suite, le rapport de ces nombres reste con- 
stant quand on maintient invariable la position relative des deux 
échelles. On lit donc immédiatement sur Téchelle supérieure le 

produit b de ~ par un nombre quelconque &{. Sachant d'ailleurs 

que o est le logarithme de i, on pourra poser ai = i ou £| = i et 

obtenir le produit b = ab^ ou le quotient i = — 

Soit, par exemple, à déterminer i=:|3. On fera coïncider la 
division 4 du tiroir avec la division 6 deTéchelle supérieure. Deux 
nombres quelconques, placés en regard sur les deux échelles, seront 
alors dans le rapport j = i , 5 , et, en particulier, le nombre mar- 
quant la division de Téchelle supérieure qui coïncide avec la divi- 
sion 3 du tiroir sera le produit cherché b = 4f^o. De même, les 
produits de 1 , 5o par 8, par 9, etc. , se liront sur Téchelle supérieure 
en regard des divisions marquées 8, 9, . . . sur le tiroir. Les divisions 
des deux échelles coïncideront deux à deux dans Tordre suivant : 

Echelle supérieure. .. . i 1 ,5o 4'^^^ ^ '^ '^ i3,5o 
Tiroir i 3 4 8 9 

64. Supposons maintenant que le tiroir soit en position inverse. 
L'échelle supérieure et l'échelle du tiroir sont alors graduées en 
sens opposés, ce qui est le cas précédemment considéré de la 
fig* 44 f 6^ nous avons (60) 

logb = loga -h logûj — log^i, 
d'où 

La somme des logarithmes de deux nombres en regard reste con- 
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slante et par conséquent le produit de ces nombres reste constant, 
si l'on maintient le tiroir fixe dans sa position. On lit donc immé- 
diatement sur Téchelle supérieure le quotient de o/Xj par un nombre 
quelconque £|, et, selon que Ton fait b^ ou a^ égal à Tunité, on 

détermine J = arii ou i = -r-- 

Soit, par exemple, à calculer i = 1 3 . On fera coïncider la divi- 
sion 3 du tiroir avec la division 9 de Téchelle supérieure, et on lira 
sur cette même échelle, en regard de la division 4 <lu tiroir, le 
résultat i = 6,75. Si Ton veut ensuite calculer i=:|3, on main- 
tiendra le tiroir dans sa position et on lira le résultat 13,50 sur 
l'échelle supérieure, en regard de la division 2 du tiroir. Les deux 
échelles sont, dans ce cas, disposées de la manière suivante : 

Échelle supérieure 1 6,75 9 10 i3,5o 

Tiroir 4 3 2 i 

65. Nous n'avons fait usage jusqu'ici que de l'échelle supérieure 
et du tiroir. Nous allons maintenant rétablir ce dernier dans la 
position directe et faire intervenir l'échelle inférieure, en convenant 
de désigner paraj, b^^ ... les nombres qui marquent les divisions 
de cette échelle placées respectivement en regard des divisions a 
et ^1, £ et &{, ... des deux échelles précédemment considérées. 

L'échelle supérieure et celle du tiroir étant l'une et l'autre à l'é- 
chelle inférieure dans le rapport de i à 2, ce qui est le cas indiqué 
par \^fig' 45, on a (61 ) 

logr/ — log.rZi = 2logrt'. — log^,r=Iog^ — l"g^I = 7.log //. — log ^i = ... 

d'où 



et par suite 



rt, "^ />j "" «1 "^ ^1 ' 






vVij 



V «1 



En faisant dans ces expressions l'une dés ti*ois longueurs égale 
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à Tunité, ou deux longueurs simultanément égales à Tunité, ou 
deux longueurs égales entre elles, on obtiendra des expressions 
nouvelles permettant d^efiecluer, au moyen de la règle à calcul, 
Télévation des nombres au carré et au cube, la division des nombres 
simples, des carrés et des cubes par des nombres simples et par des 
carrés, l'extraction de la racine carrée des nombres simples et des 
nombres élevés au cube, et par conséquent la formation de la puis- 
sance f , la division des puissances par une racine carrée et la déter- 
mination des moyennes proportionnelles. 

66. Les divisions des échelles correspondent, comme on Ta vu, 
aux mantisses des logarithmes, et sont indépendantes des caracté* 
ristiques, qu'il est dès lors nécessaire de calculer séparément. On 
fait ordinairement ce calcul de tête. 

Il arrive souvent que l'opération nécessite un ensemble d'addi- 
tions et de soustractions de mantisses, conduisant à une somme 
algébrique plus grande que l'unité. L'extrémité de la mantisse 
linéaire qui correspond à cette somme tombe alors sur la seconde 
échelle supérieure, au delà de la division lo, et le logarithme du 
résultat cherché doit avoir à sa caractéristique une unité de plus 
que le nombre calculé d'après la seule considération des caracté- 
ristiques partielles. La caractéristique du résultat devrait être, au 
contraire, diminuée d'une unité, si l'expression numérique à cal- 
culer avait à son dénominateur un nombre assez élevé pour que 
l'extrémité de la dernière mantisse tombât en un point de la 
première échelle supérieure. 

Soit, par exemple, à calculer i = j j au moyen des échelles ainsi 
disposées : 

Échelle supérieure i g lo i5,75 

Tiroir i 4 7 

La somme des caractéristiques est évidemment nulle dans ce cas; 
mais les mantisses linéaires qui entrent dans le calcul, et qui 
doivent être portées sur l'échelle supérieure, à partir de l'origine, 
aboutissent en un point de la seconde échelle et déterminent fina- 
lement une mantisse plus grande que l'unité. On ajoutera donc i 
à la caractéristique o et l'on composera de deux chiffres la partie 
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entière du résultat , c'est-à-dire qu'on lira i5,75 sur l'échelle 
supérieure. 

La même position des échelles permet de calculer 4 = ^^00. 

La somme des caractéristiques étant i — p-f- 2-f-i = 5, on a pour 
résultat iSjSoo. 

Soit maintenant à calculer b =13^5. Les échelles doivent être 
ainsi disposées: 

Échelle sui)érieure. ... i n8 lo 2 10 

Tiroir i 35 9 i o 

La mantisse du résultat ayant, dans ce cas, son extrémité en un 
point de la première échelle supérieure, la somme nulle des carac- 
téristiques partielles doit être diminuée d'une unité. La caractéris- 
lique du résultat est donc — i , et ce résultat doit être lu o, 78, 

La même position des échelles permet de calculer b = ^.o,o35. 
Le résultat ne diffère du précédent que par la position de la virgule, 
et celte position est déterminée par la caractéristique 

() — 24-8 — I rrr. 4. 

On lira donc 0,0000078. 

Si, dans la détermination des caractéristiques, il intervient des 
nombres au carré, on double les caractéristiques des logarithmes 
de ces nombres et l'on opère d'ailleurs comme il vient d'être dit. 

Soit à calculer ^4 = I :i,b. L opération comporte l'usage des 
trois échelles ainsi disposées : 

Échelle supérieure. . i 

Tiroir > , 

Échelle inférieure. . . i 2,6 

On détermine cette position en plaçant la division 4 du tiroir sous 
la division 9 de l'échelle supérieure, et on lit le résultat 3 sur le 
tiroir en regard de la division 2,6 de l'échelle inférieure. La somme 
des caractéristiques étant nulle, on aura, d'après la règle précé- 
demment indiquée, i| = 3,oo. (Un calcul numérique rigoureux 
aurait donné 3.oo44*) 
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2 

La même position des échelles permet de calculer bi =^52. 
Le résultat est fourni, sauf la position de la virale, par la divi- 
sion 1,2 du tiroir, située au-dessus de la division 5,2 de Téchelle 
inférieure. Dans ce cas, la somme des caractéristiques devant élre 
augmentée d^une unité , on a pour caractéristique du résultat 

I — 9H-2Xi-+-i = J>, et par suite if = 1 20000. Le résultat exact 
est 120178. 

On calculera encore, sans déplacer les échelles, l'expression 



1.1a caractéristique étant o, on lit le résultat 2,6 sur Téchelle infé- 
rieure, en regard de la division 3 du tiroir. Le calcul rigoureux 
aurait donné &2= 2,598. 

La somme des caractéristiques relatives aux nombres placés sous 
le radical doit être divisée par 2. Lorsque cette somme est un 
nombre pair, la caractéristique entière du résultat est exactement 
fournie par la division. Lorsque la somme est un nombre impair, 
le quotient de la division par 2 doit être diminué d'une demi-unité. 

Si, dans ce cas, on prend pour échelle logarithmique Téchelle 
inférieure de la règle, les longueurs prises sur les deux autres 

échelles (y^a, y^ai, ^bt) doivent être considérées comme des demi- 
logarithmes, et la fraction ^ représente la longueur de Téchelle 
supérieure ou de Téchelle du tiroir qui doit être ajoutée au résultai 
logarithmique fourni par l'échelle inférieure. 

Soit, par exemple, à calculer ij = y/* 3o. La caractéristique est 
(o — o -h 1) = ^, et, en se conformant à la règle que nous venons 
cl indiquer, on lira le résultat 8,22 sur l'échelle inférieure, en re- 
gard de la division 3 du tiroir. 

Si les données de l'opération conduisaient à dépasser les limites 
de l'échelle inférieure, on pourrait encore lire le résultat sur cette 
échelle, à la condition d'ajouter l'unité à la somme des caractéris- 
tiques, c'est-à-dire de former 1 — ^ à la place de ^. 

Soit, par exemple, à calculer ^2= \/f ^o. On disposera ainsi les 
échelles : 

Échelle supérieure i 10 10 

Tiroir 1 8 10 10 

Échelle inférieure 1 1342 10 10 
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La caractéristique étant i, on lira le résultat i3,4^* 

L'échelle inférieure étant simple, il n'est pas toujours possible 

d'arriver au résultat par une seule lecture. Si, par exemple, l'échelle 

supérieure et l'échelle du tiroir marquent le rapport j, on ne peut 

pas lire en même temps, sur le tiroir et sur l'échelle inférieure, les 

4*4 I I 4*4 

rapports compris entre — r^ et t* entre .> et -^ • 

*^^ ' 1.5 4-74 ' 

On peut déterminer le cube d'un nombre Â en plaçant le tiroir, 
soit en position directe, soit en position inverse. 

Dans le premier cas, on amène l'origine du tiroir au-dessus du 
nombre A de Téchelle inférieure et on lit le résultat sur l'échelle 
supérieure, au-dessus de la division A du tiroir. 

Dans le second cas, on place en regard l'une de l'autre les divi- 
sions A de l'échelle inférieure et du tiroir et on lit le cube sur l'é- 
chelle supérieure, en regard de l'origine de l'échelle du tiroir. 

Lorsque A est plus petit que y lo = 2, i54y le résultat est lu sur la 
première échelle supérieure et la caractéristique est égale au triple 

du nombre. Lorsque A est compris entre 2,i54 et y ioo = 4y64^f 
le résultat est lu sur la seconde échelle supérieure et la caractéris- 
tique est égale au triple du nombre -f- i . Pour des nombres plus 
grands que 4964^^ la lecture se ferait sur la troisième échelle et la 
caractéristique serait égale au triple du nombre -h a. 

On extrait les racines cubiques en opérant à l'inverse de ce qui 
vient d'être dit pour l'élévation à la troisième puissance. 

Soit à calculer &2 = V^-^i =Va2*Ai- Le tiroir étant placé en 
position inverse, on fait coïncider son origine, son milieu ou son 
extrémité, avec la division de l'échelle supérieure qui correspond 
au nombre dont on cherche la racine cubique. Cette racine a pour 
valeur celle des nombres égaux entre eux qui se trouvent en regard 
sur le tiroir et sur l'échelle inférieure. On devra chercher ces 
nombres en regard entre zéro et 2, i5 si la caractéristique ne con- 
tient pas de fraction, entre 3,1 5 et 4»^49 ^^ ^^ caractéristique 
résulte d'un nombre entier augmenté de ^ou diminué de |, et entre 
4-64 et 10, si la caractéristique résulte d'un nombre entier aug- 
menté de ^ ou diminué de j. 

Soit à calculer, par exemple. 



3^T ~" 3/ 



i.= V 4 xo =^ v'4 X 3» - . vV X 9. 
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Les échelles seront ainsi disposées : 

Échelle supérieure. . i 
Tiroir renversé. . . : 
Échelle inférieure. . . i 

et Ton aura 



4 


9 ' 




3.6 


« 9 


4 




1 


I . 532 1 9 


4 


3.3 


1 7.12 


1 .532 2 


3 


3.3 


6 7.12 



J/3,0= 1 .53?, a caractéristique élant o, 
v/36 =3.3, » ~, 

J/36o=7.ia, » |. 

On doit, dans Tévaluation des dernières décimales, tenir compte 
de ce que les petites différences numériques égales correspondent 
à des différences de longueurs qui sont, sur l'échelle inférieure, 
doubles de ce qu'elles sont sur Téchelle du tiroir. Si donc on lit, 
tout près d'un point où deux nombres égaux doivent coïncider, 
deux nombres un peu différents en regard l'un de l'autre, la diffé- 
rence entre ces deux nombres et celui d'exacte coïncidence varie 
du simple au double, selon qu'on la relève sur l'échelle inférieure 
ou sur le tiroir. Si Ton fait coïncider, par exemple, les nombres 9, 
on a 

Tiroir 9.1 9 8,9 

Échelle inférieure 8»95 9 9»^^ 

et l'on observe que le nombre 9 est placé : d'une part, au tiers de 
la distance entre 9,o5 et 8,9, à partir de 9,o5; d'autre part, au 
l iers do la distance entre 8 , 90 et 9 , 1 , à partir de 8 , 9^ . 

67. Nous avons vu plus haut, en décrivant les échelles trigono- 
métriques du tiroir, la relation qui existe entre les sinus des angles 
marqués sur l'échelle dite des sinus ei les nombres correspondants 
de l'échelle supérieure delà règle, lorsque, le tiroir étant retourné, 
on fait coïncider les origines et les extrémités de ces deux échelles. 
Mais il n'est pas nécessaire de retourner le tiroir pour obtenir le 
sinus d'un angle. 

Soit « l'angle donné. On fera glisser le tiroir vers la droite jus- 
qu'à ce que la division de l'échelle des sinus correspondant à cet 
angle vienne coïncider avec l'extrémité de la règle. L'extrémité 
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de l'échelle supérieure de la règle marquera alors , sur réchelie de 
face du tiroir, un nombre a dont la centième partie sera égale à 
sina. Cela résulte immédiatement de ce que la partie de Téchelle 
des sinus qui reste dans la rainure est égale à la partie de Téchelle 
de face du tiroir qui est comprise entre son origine et la divisions. 
Les nombres a, c, i de Téchelie de face du liroir correspondant 
respectivement aux nombres loo, by m de Téchelle supérieure de 
la règle, on a 

1 100 b m 



sin u a c 



et par conséquent coséca = m. 

On déterminera le sinus d'un angle plus grand que 90° en 
prenant le sinus de son supplément et le cosinus d'un angle quel- 
conque en prenant le sinus de son complément. On déterminera 
aussi la sécante d'un angle en considérant qu'elle est l'inverse du 
cosinus. 

On procède d'uue manière analogue avec l'échelle des tangentes, 
construite, ainsi qu'on Ta vu, d'après le même principe que celle 
des sinus. C'est ainsi que, pour déterminer tanga on amène la 
division a de l'échelle des tangentes à coïncider avec l'extrémité 
de la règle; l'extrémité de l'échelle supérieure de la règle marque 
alors sur l'échelle de face du tiroir la division a, telle que 

a 

tii ng a = 



100 

On a par suite 

I 100 m 

cotixnsoL =. = = — = /M. 

timga (I I 

Pour trouver l'angle dont le sinus est égal à y, on placera la 
division 5 de l'échelle de face du tiroir sous la division 7 de l'échelle 
supérieure de la règle, et l'extrémité de la règle marquera, sur l'é- 
chelle des sinus, l'angle cherché qui est de 45**35'. 

Pour trouver l'angle qui a pour tangente ^, on placera l'origine de 
l'échelle de face du tiroir sous la division 2 de l'échelle supérieure 
et on lira l'angle de 26*^35' au point de l'échelle des tangentes 
marqué par l'extrémité de la règle. 

Si l'angle cherché est plus grand que 45'*, c'est-à-dire si la tan- 
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génie donnée est plus grande que t, et, par exemple, égale à j|, 
on remarque que 

cotaogj: = tang(90** — .r) = ^ 

et de l'angle 90*^ — x = 23° on déduit x = 67®. 

Les développements dans lesquels nous sommes entrés permet- 
tront d'eOectuer les opérations plus complexes dans lesquelles les 
lignes trigonomé triques interviennent. 

On déterminera, par exemple, le produit x = 3 ,47 X sîn4o® 3o' 
en faisant venir la division 40** 3o' de réclielle des sinus à l'extré- 
mité de la règle et en lisant, sur l'échelle de face du tiroir, le 
nombre 2,26 placé sous le nombre 3,47 ^^ l'échelle supérieure. 

3.47 
On déterminera le quotient x = -. — , ' , en lisant, dans la même 

^ sin 40* 3o 

position des échelles, le nombre de l'échelle supérieure placé au 
dessus de la division 3,47 du ^ii*^^^* 

r\ 11 , 45.5 X sin 9.0*» ^ . 1 *• • 1 

On calculera x^ r~= en retournant le tiroir, pla- 

sm37® *^ 

çant 37® de l'échelle des sinus en face de 43,5 de l'échelle supé- 
rieure et lisant le résultat 25,8 sur l'échelle supérieure au-dessus 
de la division marquée 20°. 

r\ K A v r . tanf,'37«X 16,8 ^^ „ 

Un résoudra 1 équation tangx = J — -^ en amenant 6y 

de l'échelle des tangentes sous 4') 7 ^^ lisant sur la même échelle 
le résultat x = 17° au-dessous du nombre 16,8 de l'échelle supé- 
rieure. 

Ces exemples, que nous croyons inutile de multiplier, conduisent 
immédiatement à l'emploi de la règle logarithmique pour la réso- 
lution des triangles. 

68. On a aussi étendu l'usage de la règle à la résolution numé- 
rique des équations. 

Considérons d'abord l'équation du second degré 

dont les racines sont l'une positive et l'autre négative. On placera 
l'origine du tiroir en position inverse au-dessous du nombre if de 
l'échelle supérieure de la règle, et l'on cherchera sur cette échelle 
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et sur celle du tiroir deux nombres correspondants dont la diffé- 
rence soit p. Le plus grand de ces nombres sera la valeur positive 
de Xy et le plus petit, aOecté du signe — , en sera la valeur négative. 

L'équation x(j: -f-/>)= y se résout comme la précédente, mais 
la racine qui est positive dans Tune est négative dans l'autre et 
vice versa. 

En appliquant ce qui précède à l'équation j?(j? — 8) = i4, on 
trouve les racines ^=9,48 et a/'=: — 1,48. Pour l'équation 
jc(xH- 7)= 4*1 on trouve y= 3,87 etx^= — 10,87. 

Considérons maintenant l'équation du troisième degré 

or' — />.T* — ^ = o ou Jn*[jr — p)=:q. 

Son unique racine, positive et plus grande que /i, sera déter- 
minée en plaçant l'origine du tiroir en position inverse au-dessous 
du nombre q de l'échelle supérieure et en lisant sur l'échelle infé- 
rieure le nombre qui surpasse de la quantité p celui qui lui cor- 
respond sur le tiroir. 

S'il s'agit de l'équation x' -4- px^ +9 = 0, qui n'a pas de racines 
positives, on changera x en — 2 et on aura la nouvelle équation 

3' — /?z*— 7 = 0, 

qui est de la première forme. 

Si l'équation donnée est x^ -f- px -j- i/ = o, on pose x =^ — 4' 

on divise par y, et l'on obtient la nouvelle {ormej'^{jr — p)= ^^1 
qu'on résout comme il vient d'être expliqué. Les racines de l'équa- 
tion donnée sont les valeurs de — - correspondant aux. valeurs j 
de l'équation transformée (*). 



(') Voir pour plus de détails sur cette question : Bocr, Résolution des équations 
numériques du troisième degré au moyen de la règle à calcul, dans les Comptes rendus 
des séances de l'Académie des Sciences de Paris, t. XLIV, 1867, p. 23-25 j A. Ladosme, 
Instruction sur la règle à calcul^ etc.; Paris, 1872, p. 20-32. On se trouve assez rarement 
dans le cas d'avoir à résoudre des équations du troisième degré, et, lorsque ce cas 
se présente, on ne peut pas, le plus souvent, se contenter du petit nombre de déci- 
males que la règle fournit. Le procédé indiqué par Bocr a cependant l'avantage de 
procurer sans calcul une première approximation. Après cette recherche, qui exige 
ordinairement un assez grand nombre de tentatives, on a recours aux procédés 
algébriques, s'il y a lieu. 
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V. — Modifications apportées à la règle logaritlmiiqiie. 

69. On trouve dans le commerce des règles de o"*,52, dans 
lesquelles certaines échelles s^écartent de la disposition que nous 
avons précédemment décrite. La face du tiroir, au lieu de présenter, 
sur chacun de ses bords, une reproduction de Téchelle supérieure 
de la règle, porte deux échelles différentes, respectivement pareilles 
aux échelles de la règle qui leur font vis-à-vis. Sur le revers du 
tiroir, Téchelle des parties égales est placée entre les deux autres, 
et la graduation de Téchelle des sinus est renversée par rapport à 
la graduation de l'échelle des tangentes. 

Ces grandes règles sont toujours munies d'un indicateur. Elles 
comportent un plus grand nombre de divisions et permettent, dès 
lors, de calculer avec plus d'exactitude. Le degré d'approximation, 
en ce qui touche la multiplication, la division et les proportions, 
est notablement accru par Tadjonction sur la face du tiroir d'une 
échelle égale à l'échelle inférieure de la règle. On arrive en effet, 
grâce à cette modification, au même degré d'approximation qu'avec 
une règle du type ordinaire, mais dont la longueur serait qua- 
druplée. 

70. Une modification apportée à la règle logarithmique par 
M. Mannheim (*) permet d'obtenir, non seulement pour la multi- 
plication et pour la division, mais encore pour les proportions, les 
carres, les cubes, les racines carrées et cubiques, etc., des résultats 
deux fois plus approchés qu'avec une règle ordinaire de même 
longueur. Dans la nouvelle règle, dite à échelles repliées, la règle 
proprement dite porte deux échelles égales, dont les divisions 
s'étendent de i à lo. La face du tiroir porte également deux 
échelles. L'inférieure est divisée en parties égales, de i à 5oo. La 



(•) Voir Hàselbh, jlnweisung fur die von Âf. Mannheim tferbesserten RechensiMe 
(sans date); A. Mannhbih, RègU à calcul à échelles repliées; instruction abrégée (i85i). 
Le principe de la régie à échelles repliées a été appliqué sur une règle cylindrique dont 
le modèle est exposé dans les galeries du Conservatoire des Arts et Métiers. Ce modèle, 
de o"*! i35 de longueur, permet d'obtenir le produit de deux nombres avec l'approxima- 
tion que donnerait une ancienne règle ordinaire de a". {Notice sur les travaux mathé- 
matiques de M. Mahxbeih, etc., Paris, 1875, p. 33). 
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supérieure reproduit les divisions des échelles de la règle, à cette 
différence près que, au lieu de porter le nombre i à Torigine et le 
nombre lo à Textrémité, elle porte le nombre i en son milieu. La 
disposition est celle qu^on obtiendrait en supprimant les deux 
quarts extrêmes d'une échelle double, étendue de i à loo, et en 
conservant la moitié intermédiaire, formée de deux parties symé- 
triques par rapport à la division lo. Les points où ]*échelle double 

se trouverait ainsi coupée correspondent à ^^ et à loyTô, car 

log^io = -et logio^^ = 1-4--. 

Les nombres doivent être lus sur la moitié du tiroir à droite ou 
sur la moitié à gauche, selon que leurs premiers chiffres signifi- 
catifs sont inférieurs ou supérieurs aux premiers chiffres de ^/Tô. 
Le revers du tiroir est disposé comme si une échelle simple, 
graduée de i à lo, mais deux fois plus longue que les précédentes, 
avait été divisée en deux parties égales, dont on aurait placé In 
première au bord supérieur du revers et la seconde au bord infé- 
lieur (*). 



(') Nous empruntons à l'instruction rédigée par M. Mannheim quelques brèves 
indications sur l'emploi de cet instrument. 

Multiplication, — Amener le i milieu du tiroir en regard de l'un des nombres et lire 
le produit sur le tiroir en regard de l'autre nombre. Le i milieu étant amené sous a, 
on trouve au-dessus de 3 le produit 6 = -i x 3. S'il s'agit de multiplier [\ par 3, le i 
milieu amené sons 4 ne permet pas de lire le produit au-dessous de 3 ; on Tamènc 
alors au-dessous de 3, et le produit la est lu en regard du 4 <lu tiroir. 

Diwion, — Amener le dividende lu sur le tiroir en regard du diviseur; lire le quotient 
eu regard de l'un des i do la règle. Pour diviser g par a, on amène 9 sous a, et le 
quotient 4|5 est lu en regard du 1 gauche de la règle. Pour diviser 9 par .{, on amène 
9 sous 4t et le quotient a,a5 est lu en regard du 1 droite do la règle. 

Proportions, — Mettre en regard les termes du rapport connu et lire la valeur de 
l'inconnue en face du terme connu du second rapport. Les numérateurs doivent être 
lus sur la même ligne et les dénominateurs pareillement. Il est quelquefois nécessaire 

a la 
do transformer la proportion donnée. Dans la proportion 7 = — y par exemple, on 

ne peut pas lire x sur le tiroir après avoir lu a sur la règle. On place alors a du tiroir 
en regard de 4 de li^ règle, et l'on trouve sur la règle j* r= a4 en regard de 1 a. On peut 
toujours donner à une proportion la forme qui permet d'obtenir le résultat par un 
seul mouvement du tiroir. 

Carrés et racines carrées, — Retourner le tiroir pour faire usage de l'échelle repliée, 
et faire coïncider les divisions i de cette échelle avec les divisions 1 de la règle. Les 
nombres lus sur la règle sont alors les carrés des nombres lus en regard sur le tiroir, 
et 'Vice versa. 

Cultes et racines cubiques, — Renverser l'échelle repliée. Pour déterminer le cube de 



94 CALCUL GRAPHIQUR. — CHAPITRE III. 

La règle est munie d'un curseur, dont on fait usage quand le 
résultat ne peut être fourni que par une suite d'opérations. 

La règle à échelles repliées permet d'obtenir, à dimensions 
égales, des résultats plus approchés. Ses inconvénients tiennent à 
l'absence des échelles trigonométriques et à la réduction du nombre 
des opérations qu'on peut mener à (in sans déplacer le tiroir. 

71. M. L. Lalanne a fait construire des règles en carton, com- 
prises entre deux lames de verre. La table supérieure contient 
quatre échelles, qui sont comme l'échelle des sinus, l'échelle des 
tangentes, l'échelle supérieure et l'échelle inférieure de la règle 
ordinaire, et qui se succèdent, de haut en bas, dans l'ordre où 
nous venons de les énumérer. Deux coupures pratiquées dans le 
carton, l'une entre les deux premières échelles, l'autre entre les 
deux dernières, laissent voir, sur la face d'un tiroir glissant au- 
dessous du carton fixe, deux nouvelles échelles, qui ne diffèrent 
en rien de l'échelle placée sur la face du tiroir dans la règle ordi- 
naire. Les revers de la règle et du tiroir portent des échelles 
pareilles à l'échelle inférieure de la règle ordinaire. 

La règle en carton est très utile, à raison surtout de ce qu'on 
peut faciliter un grand nombre de calculs pratiques en inscrivant 
divers facteurs constants sur ses échelles. Son principal inconvé- 
nient consiste dans la fragilité de l'enveloppe ( * ). 



3, par exchiple, amener 3 du tiroir en regard de 3 de la règle et lire le résultat ?7 
sur la règle en regard de i du tiroir. Inversement, pour déterminer la racine cubique 
de 37 f amener i du tiroir en regard de ce nombre et chercher les deux divisions c:i 
regard, réelles ou Actives, qui sont affectées du même nombre 3. 

Logarithmes. — Lire les nombres sur l'échelle repliée, retournée, mais non renversée, 
et les logarithmes au revers du tiroir, en regard du trait marqué dans une encoche 
derrière la règle, a du tiroir étant amené au'^essous de i gauche de la règle, on lit 
derrière celle-ci log3 = o,3oi. Lorsque le nombre est lu sur le tiroir en face du 
I de l'échelle inférieure de la règle, on ajoute 5 au premier chiffre de la partin 
décimale du logarithme. Si l'on a amené, par eiemple, le 4 du tiroir en regard du 1 
gauche de la règle, on lit 0,103 au revers, et Ton écrit log.^ =0,603. 

(') M. Lalanne a rapporté, dans une publication récente, les circonstances qui Tont 
amené à adopter cette disposition : « L'usage de la règle à calcul venait, dit-il, d'être 
Introduit dans l'enseignement secondaire et figurait dans les programmes des con- 
naissances exigées pour l'admission à l'École Polytechnique et à TÉcole militaire; 
mais les instruments de ce genre manquaient, et la plate-forme qu'un habile con- 
structeur (M. Gravet, successeur de Lenoir) montait à grands frais exigeait encore 
un long travail. C'est dans ces circonstances que la règle à enveloppe de verre fut 
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VI. — Universal proportion Table. 

72. Nous devons mentionner tout particulièrement, parmi les 
instruments auxiliaires de calcul, Vuniversal proportion Table 
du professeur Everett. 

Cette Table se compose [PL 1) de deux carions A et B, con- 
tenant chacun une double suite continue de nombres. Les chiflres 
employés à la graduation sont de deux sortes. Les uns, en gros 
caractères, accouplés deux à deux, représentent les deux premiers 
chiffres des nombres et sont placés en regard des divisions princi- 
pales. Les autres, en caractères plus petits et isolés, représentent 
le troisième chiffre des mêmes nombres et sont placés en regard 
des divisions de second ordre. Les nombres ainsi représentés 
peuvent être entiers ou fractionnaires, aucune différence n'exis- 
tant, quant aux chiffres significatifs, entre un nombre quelconque 
et son produit ou son quotient par lo. 

La première division principale de la première colonne à gauche 
du carton B est marquée 10 et peut représenter, selon les cas, i ooo, 
loo, lo, I, Oyi, OyOi, ... La division de second ordre immé- 
diatement inférieure est marquée i et peut représenter loio, loi, 
io,i, lyOi, ... Viennent ensuite les divisions de second ordre 
marquées 2, 3, ... ,9 et aboutissant à la division principale 11. Les 
distances entre les divisions secondaires marquées 1 , a , ... ,9 sont 
à leur tour subdivisées par neuf traits de troisième ordre, non 
chiffrés, en dix intervalles égaux. 

A partir de la division principale 11 et jusqu'à la division prin- 
cipale 21, les intervalles de troisième ordre sont réduits de dix à 



imaginée. Au moyen d'une gravure exécutée avec précision, M. Lalanxb put faire 
livrer en quelques semaines, aux établissements d'instruction publique, des centaines 
de règles glissantes, d'une précision généralement égale à celle de la règle en bois, 
d'une lecture plus facile, donnant plus de résultats, et dont le prix ne surpassait pas 
le tiers du prix de celle-ci b {Notice sur les travaux et titres scientifiques de M. Léon 
Lalaxmb, etc.; Paris, 1876, p. 3{). M. Lalanne a expliqué l'usage de sa règle dans une 
brochure intitulée Instruction sur les rht^les à calcul et particulièrement sur la nou^ 
veUe règle à enveloppe ele verre (i85f, i85.{ et i86J). Cette brochure a été traduite en 
anglais {jé Treatise on the slide rule witk description of Lalanne*s glass rule, by 
the Rev. W. Elliot, London, i85i), en allemand (Gebrauchs'-Jnv^eisung fur Rechen" 
stàbCf etc., Paris, i85a) et en espagnol {Instruccion sobre las reglas de calcolo, etc., 
Paris, »f5a). 
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cinq, d^oii il suit que, si 11 représente le nombre i loo, les quatre 
traits diviseurs compris entre H et il^, par exemple, ne repré- 
sentent pas 1 loi, 1 102, I io3 et i io4, mais bien 1 102, i io4> 1 106 
et 1 108. Les divisions comprises entre H et le pied de la première 
colonne représentent dès lors tous les nombres pairs, depuis 11 00 
jusqu^à 1260 ; les divisions de la seconde colonne représ'enlent les 
nombres pairs depuis laSS jusqu'à ï586; celles de la troisième 
colonne représentent les nombres pairs depuis i584 jusqu'àiggC. 
La quatrième colonne commence à 1994 ^^ donne tous les nombres 
pairs jusqu'à 2100. Au delà de ce nombre, les intervalles de troi- 
sième ordre, qui avaient décru par degrés imperceptibles depuis 11 , 
augmentent subitement en étendue, et leur nombre entre deux divi- 
sions successives de second ordre se trouve réduit à deux. Par suite, 
les divisions comprises entre 21 et le pied de la colonne marquent 
2100, 2iu5, 21 10, 2110, .... Les divisions de la cinquième colonne 
représentent les nombres de cinq en cinq, depuis 25 1 o jusqu'à 3 i65. 
De même, celles de la sixième colonne, depuis 3 160 jusqu'à3985, et 
celles de la septième depuis 3980 jusqu'à 4800. A partir de 4800, 
les divisions de troisième ordre disparaissent ; les petits caractères 
qui représentaient jusque-là les troisièmes chiffres des nombres 
disparaissent aussi; les neuf divisions Intermédiaires de second 
ordre sont maintenues, bien qu'elles cessent d'être chiffrées, et les 
nombres croissent de dizaine en dizaine jusqu'à la fin de la sep- 
tième colonne, c'est-à-dire jusqu'à 5o2o, ou, ce qui revient au 
même, d'unité en unité depuis 480 jusqu'à 3o2. Ce système de 
division et de graduation se poursuit jusqu'à la fia de la dixième 
colonne, c'est-à-dire jusqu'au nombre 1000. 

Les divisions et chiffraisons des dix autres colonnes de B répètent 
les dispositions que nous venons de décrire. Chaque nombre figure 
donc deux fois sur le carton, et un nombre quelconque, pris dans 
l'une des dix premières colonnes, se trouve répété, à la même hau- 
teur, dans la dixième colonne à droite de celle que l'on considère. 

Les colonnes du carton B alternent avec des lumières rectangu- 
laires, à travers lesquelles on peut faire apparaître les colonnes 
divisées et chiffrées du carton A. 

Les nombres figurent aussi deux fois sur ce carton, mais avec 
une disposition différente. La moitié Inférieure de chaque colonne 
est exactement reproduite dans la première moitié de la colonne 
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suivante. Cette disposition s'applique même à la vingtième et 
dernière colonne, considérée comme précédant immédiatement la 
première. 

Indépendamment des divisions que nous venons d'indiquer, 
chaque carton porte une série de droites tracées dans toute son 
étendue et seulement interrompues, dans le carton B, par les 
vides à travers lesquels doivent apparaître les chiffres du carton A* 
Ces droites ont pour objet de faciliter l'adaptation des cartons 
lorsque A est recouvert par B. Le désir d'éviter toute confusion 
nous a conduit à ne pas les représenter sur la figure. 

On superpose les cartons de telle sorte que les colonnes de divi- 
sions et les chiffres de A soient visibles à travers les vides de B ; on 
établit ensuite une correspondance parfaite entre les divisions, en 
faisant coïncider les droites dont nous venons de parler. Tous les 
nombres de Tun des cartons sont alors proportionnels à ceux qui 
leur font face sur l'autre. Par exemple, si 16 sur A a été mis en 
face de 48 sur B, ce qui est le cas de la fig. 4^» chacun des nombres 

de A sera les 75 ou le ^ du nombre correspondant de B. On dis- 
pose ainsi d'une Table qui comprend tous les nombres possibles et 
qui fournit tous les rapports possibles entre ces nombres. 

On ne peut effectuer directement que des règles de trois au 
moyen des cartons. Pour obtenir la quatrième proportionnelle entre 
trois nombres donnés, il faut placer le second terme de B en face 
du premier terme de A : le nombre cherché se trouve sur B, en 
face du troisième terme de A. 

La Table d'Everett permet de résoudre très simplement les pro- 
blèmes suivants : multiplication, division, réduction d'échelles ou 
de valeurs, formation de Tables de correspondance entre deux 
quantités variant dans un rapport constant, mesure des aires et des 
volumes, élévation aux puissances, recherche de la valeur des 

expressions de la forme «r'* ou — > extraction des racines, déter- 
mination du logarithme d'un nombre quelconque, etc. 

VIL — Foller's Computing telegraph. 

73. Bien que les divers systèmes précédemment décrits réalisent 
de grands avantages, on doit reconnaître que la forme circulaire 

7 
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convient mieux à une règle logarithmique. Un instrument de cette 
forme, proposé en Amérique par John FuUer (*), a acquis en 
Angleterre un succès mérité. On peut adopter, dans sa construc- 
tion, diverses dispositions, parmi lesquelles nous signalerons la 
suivante. 

Deux disques superposés, de o"^, i de rayon, tournent autour 
de leur axe commun. Le limbe de chacun d*eux porte une 
échelle logarithmique disposée de telle sorte que la circonférence 
entière représente le logarithme de lo. Les petits arcs marqués 
par les divisions du limbe correspondent aux mantisses des loga- 
rithmes des nombres loo, loi, 102, jusqu'au nombre 1000, qui 
coïncide avec 100. Pour un rayon de o",ioo, le développement de 
la circonférence est de o", 628, et les 2""*, 7 qui séparent 100 de 101 
peuvent être, à vue d'œil, divisés au moins en trois parties. Au 
delà de 3oo, la graduation est faite de deux en deux unités et porte 
les nombres 3o2, 304^ 3o6, • • ., jusqu'à 5oo (différence o™,ooi). 
De 5oo à 1000, la graduation est faite de cinq en cinq unités et 
donne 5o5, 5io, ...,995, 1000 (différence i°"',7). 

Si Ton veut, par exemple, diviser 100 par i,45» on fera tourner 
Fun des disques jusqu'à ce que sa division i45 corresponde à la 
division 100 de l'autre disque : la division 100 du premier disque 
correspondra alors au nombre 689,76 ou 68,975 du second, c'est- 
à-dire au quotient de 100 par 1,4^* On lira de la même manière 
le quotient correspondant à tout autre nombre. L'erreur ne dépasse 

L'instrument de Fuller a été construit à un point de vue pure- 
ment commercial et en dehors de toute préoccupation scientifique. 
Sa vulgarisation rendrait accessibles à tous des opérations qui ne 
peuvent être effectuées que par un petit nombre de personnes. 

Vin. — Arithmographe circulaire. 
74. Sur trois échelles circulaires concentriques (/?§*• 47)» deux 



(*) Télégraphie computer, a most wonderful and extr€u>rdinarj instrument , bj 
which business questions, of eyerjr possible varietj^^ are instantljr performed : a saje 
and speedjr chech to avoid Dexatious errors, affording at tke same time a greater 
amount of practical business Knowledge, than can be obtained for ten times the cost 
of the work. Sold only by subscripttoD, JoB!i E. Fullea, proprietor, New- York. 
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Fig. 47- 



sont supposées fixes et présentent, à partir d*un même rayon, des 
graduations respectivement semblables à celles 
des échelles inférieure et supérieure de la règle 
logarithmique ordinaire. La troisième échelle 
circulaire, comprise entre les deux autres et 
formant tiroir, est graduée comme Féchelle su- 
périeure de la règle et tourne autour du centre 
commun. 

Soient M, N, P et M| , N| , P| deux séries de 
nombres correspondant à des divisions qui coïncident dans une 
certaine position de Téchelle mobile. On aura 

v/M _ \/W, __ P _ Pt 

N "" Ni ""WNi 




SI 



m 



rrx 



— n = 



— /î, =;? — n =/>! — /îj. 



Fig. 48. 



m et mi étant les nombres de chiffres de M et de M| ou ces 
nombres diminués d^une unité selon qu*on lit M et M4 sur la pre- 
mière ou sur la seconde partie du cercle extérieur; p et p^ étant 
les nombres de chiffres de P et de P| ; enfin n et n^ étant les 
nombres de chiffres de N et de Ni lorsque N 
et N| sont lus en dehors de Tintervalle compris 
entre Torigine des échelles fixes et l'origine de 
l'échelle mobile. Si au contraire Tun de ces 
nombres, N« par exemple, se trouve placé dans 
cet intervalle ( voir \difig, 48, où le sens de la 
graduation est indiqué par une flèche), n\ est 
supérieur d'une unité au nombre de chiffres 
deN,. 

L'arithmographe circulaire fournit les produits, les quotients et 
les quatrièmes termes des proportions avec la même approximation 
qu'une règle ordinaire dont la longueur serait égale au double de 
la circonférence de contact de l'échelle intérieure et de l'échelle 
intermédiaire. 




75. Parmi les diverses dispositions qu'on peut donner aux 
échelles circulaires, nous citerons encore celle qui consiste à les 
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tracer sur un cylindre. La partie de la surface cylindrique qui porte 
l'échelle intermédiaire tourne alors autour de l'axe. 
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IX. — Spiral alida rnle de Fnller. 

76. Le professeur Georges fuUer, de Belfast, a récemment 
imaginé sous ce nom Vbélice à calcul que nous allons décrire (']. 
Un cvlindre d {Jîg- 49)i monté sur un manchon 
concentrique f, est susceptible d'un mouvement de 
rotation autour de son axe et d'un mouvement de 
translation suivant le même axe. Une échelle logarith- 
mique ordinaire est enroulée en spirale autour du cy- 
lindre. Un indice b est fixé par une tige à la poignée 
e du manchon y. Une seconde lige rattache deux autres 
indices a et c à l'arbre g, qui glisse à frottement doux 
dans le manchon^. La distance ac est égale au segment 
de génératrice cylindrique compris entre l'origine de 
la spirale et son extrémité. Les mouvements relatifs 
des trois pièces concentriques permettent de placer les 
indices a et c en regard de tous les points du cylindre 
d. Deux arrêts o el p sont respectivement iixés à d et 
A / à y, de telle sorte que, si on les fait buter l'un contre 
/ V l'autre, l'indice b marque l'origine de l'échelle loga- 
( ' 1 rithmique. L'appareil porte encore deux échelles : l'une 
^-^ rectiligne, n, tracée sur la tige ac des indices mobiles; 
l'autre circulaire, m, placée à la base supérieure du cylindre d. 

Cette disposition permet d'avoir une échelle logarithmique très 
développée sur un appareil de dimensions restreintes. L'échelle 
spirale étant d'ailleurs unique, chacune de ses unités de longueur 
correspond à deux unités de l'échelle rectihgne pratiquée sur la 
règle ordinaire. La spirale, dont la longueur totale estdeSoo pouces 
soit de la^i^o, équivaut donc à une règle droite de 25™,4(i ou à 
un appareil circulaire de 4'°i<>38 de diamètre. Elle fournit des 
résultats approchés au dix-millième et présente des intervalles 



(') spiral ilîde rule, eyuîniltnl 10 a ilraight ilide raie 83 feet 4 irteha long, or, 
a circiilarruie iZ feet 3 inchei in dlamuler, Gedrce Fvller, M. [nat. C. E., profeator 
of engiaeeriag in Ihe Queen'i Unitenit;, IreUad. London, 187S. 
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de o™, ooo552 entre deux nombres consécutifs de quatre chiffres. 

Son développement permet d'imprimer en regard des divisions 
les trois premiers chiffres des nombres, alors que le premier chiffre 
seulement peut trouver place sur la règle ordinaire. Enfin, les 
opérations effectuées au moyen des indices deviennent purement 
mécaniques et n'exigent aucun effort d'esprit. 

Les intervalles entre deux divisions principales consécutives de 
l'échelle sont subdivisés en dix parties depuis l'origine jusqu'au 
nombre 65o et en cinq parties seulement depuis 65o jusqu'à* looo; 
d'où il suit que les nombres de quatre chiffres sont tantôt marqués 
directement sur l'échelle, tantôt complétés, quant au quatrième 
chiffre, par le point de l'échelle qui occupe le milieu entre deux di- 
visions consécutives. C'est ainsi que le nombre 5285, par exemple, 
correspond exactement à une division tracée, tandis c(Vie le 
nombre 8853 doit être lu au milieu de l'intervalle qui sépare 8852 
de 8854. 

Les intervalles de second ordre ont d'ailleurs, dans la plus 
grande partie de l'échelle, une amplitude suffisante pour qu'on 
puisse facilement apprécier à l'œil de nouvelles subdivisions et lire 
des nombres de cinq chiffres. Comme dans tous les instruments à 
division logarithmique, les nombres marqués sont, à volonté, 
entiers ou fractionnaires, les résultats absolus étant les mêmes pour 
un nombre donné et pour le produit ou le quotient de ce nombre 
par une puissance quelconque de lo. 

Pour effectuer une multiplication au moyen de l'hélice calcula- 
trice, on place l'indice fixe b en regard de loo et l'un des indices 
mobiles (a ou c) en regard du multiplicande. On fait ensuite 
mouvoir le cylindre d jusqu'à ce que le multiplicateur soit marqué 
par l'indice fixe, et on lit le produit sous l'un des indices mobiles 
(c ou a). 

S'il s'agit d'une division, on place l'indice fixe sur le diviseur, et 
l'on amène en regard du dividende Tindice mobile supérieur c ou 
l'indice inférieur a, selon que le premier chiffre du diviseur est 
plus grand ou plus petit que le premier du dividende. On déplace 
ensuite le cylindre d de façon à ramener l'indice b à l'origine de 
l'hélice, c'est-à-dire à lOO, et on lit le quotient en face de l'un des 
deux indices mobiles. 

Pour effectuer simultanément une multiplication et une divi- 
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sion, c'est-à-dire pour trouver le quatrième terme j: = — d'une 

proportion, on amène Tindice fixe en regard du dénominateur, 
puis Tun des indices mobiles en regard de l'un des facteurs du 
numérateur, et l'on déplace le cylindre jusqu'à ce que le second 
facteur soit marqué par l'indice fixe. Le quatrième terme de la 
proportion est alors fourni par le point de l'échelle en regard duquel 
se trouve l'un des deux indices mobiles. 

Pour obtenir directement le produit mnp de trois nombres, on 
amène l'indice fixe à loo et l'indice mobile à m; on met le 
cylindre en mouvement jusqu'à ce que l'indice mobile marque 
l'extrémité de Téchelle ; on place ensuite l'indice mobile en regard 
de n et on fait de nouveau mouvoir le cylindre jusqu'à ce que 
l'indice fixe se trouve en face de p. On lit alors le produit mnp 
en regard de l'indice mobile. 

Pour l'élévation aux puissances et pour l'extraction des racines, 
on place l'indice mobile supérieur c en regard du nombre donné ; 
on détermine, au moven des échelles auxiliaires m et /?, la man- 
tisse du logarithme de ce nombre; on ajoute la caractéristique, et, 
selon le cas, on multiplie par l'indice de la puissance ou l'on 
divise par l'indice de la racine. On amène ensuite le cylindre d à 
la position qui permet de lire sur les échelles m et /z la partie 
décimale du produit ou du quotient ainsi obtenu. La puissance ou 
la racine est alors marquée par l'indice c sur l'hélice. 

Lorsque ces dernières opérations doivent porter sur des fractions 
décimales, on évite l'emploi des caractéristiques négatives et les 
erreurs qui pourraient en être la conséquence en effectuant la 
transformation des fractions décimales en fractions ordinaires. 

L'hélice, comme tous les instruments analogues, se prête à un 
grand nombre d'opérations, telles que les calculs d'intérêts , 
simples ou composés, les déterminations d'aires, etc. 

X. — ilbaqne de M. L. Lalanne. 

77. \^abaque ou compteur uni9€rsel de M. Lalanne est une 
Table extrêmement ingénieuse, fondée sur le même principe que 
la règle logarithmique (^). Ellle consiste [fig. 5o, Planche) en un 

(*) Voir L. Lalanne, Description et usage de Vahaque^ ete. (184 5; a* édit., i85i; 
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carré de o", ao de côté, dont la base et le côté gauche vertical 
sont divisés en 90 parties, proportionnelles aux logarithmes des 
90 nombres compris entre 10 et 100, ou plutôt aux excès de ces 
logarithmes sur Tunité. Le nombre i est à Toriglne, le nombre 2 à 
la dixième division, 3 à la vingtième, 4 ^ ^^ trentième, et ainsi de 
suite jusqu'à la quatre-vingt-dixième division, en regard de la- 
quelle se trouve le nombre 10. Par les points de division sont tracées 
des droites horizontales et verticales, parallèles aux côtés du carré, 
et des droites parallèles à Tune des diagonales. 

Toutes les propriétés dont jouit Tabaque se déduisent du prin- 
cipe fondamental en vertu duquel le produit de deux nombres se 
trouve, comme dans la Table de Pythagore, à la rencontre de deux 
droites, Tune horizontale, l'autre verticale, correspondant aux 
deux facteurs ( * ). La valeur de ce produit est indiquée par le chiffre 
de l'oblique qui passe par le point de rencontre. Ainsi, l'horizon- 
tale 3 et la verticale 2 se coupent sur l'oblique 6 ; l'horizontale 3, 6 
et la verticale 4» 7 se coupent à peu près sur l'oblique 16,9, et, 
comme le dernier chiffre à droite du produit est un 2, ce produit 
est exactement 16,92. 

La division s'opère à l'inverse de la multiplication. Pour diviser 
6 par 2, on suivra l'horizontale 2 jusqu'à la rencontre de l'oblique 
6, et le quotient 3 sera indiqué par le rang de la verticale sur 
laquelle on tombe. Pour diviser i5,4 par 4,4; ^^ suivra l'horizon- 



3* édit., i863). Traduction anglaise : Expîanation and use ofthe abacus or french 
universal reckoner ; London, 1846. Traduction allemande : Beschreibung und Gebrauchs" 
anweûung des Jbaeus oder der edlgemeinen Rechnungstafel ; Leipzig, 1846. Voir 
ausai SouÉTt d'bxcocragbment pour l'i!idustrib hatio^iale, Rapport fait par M. Tbéod. 
Olivier, au nom du Confite des arts mécaniques, sur un abaque ou compteur universel, 
par M. Léon talonne, Paris, i" avril 1846; Jules db ijl Gocrtibbib, Traité de Géomé» 
trie descriptive, Paris, 1860, p. igô-aoS. 

(') Nous avons tenu à placer dans ce Chapitre même, tout entier consacré aux in- 
struments de calcul, la partie du Mémoire précité de i843 qui se rapporte à la descrip- 
tion et à Tusage de V abaque. On verra plus loin que Vab€uju€ est une application 
spéciale du principe général de transformation proposé par M. Lalamrb sous le nom 
à.* anamorphose géométrique, La simple traduction graphique de la Table de Pytha- 
gore, c'est-à-dire de l'équation xjr = z, aurait fourni, dans Tespèce, un Tableau com- 
posé des hyperboles équilatères xjr^^a, xjr ^^b, .... La graduation des coordonnées, 
non plus suivant les valeurs de x et de^, mais suivant les valeurs de x^= logx et 
de ^1=3 logj^, a permis do remplacer, dans le Tableau, les hyperboles xjr=zz par les 
droites parallèles x^ h-/", = <|. 
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taie 4>4 jusqu'à Toblique i5,4't le point de rencontre est sur la 
verticale 3,5, ce qui donne le quotient cherché. 

Pour élever un nombre au carré, on opère plus simplement que 
s'il s'agissait d'une mulliplication ordinaire, en observant qu'une 
horizontale et une verticale qui portent le même numéro se coupent 
toujours sur la diagonale du carré de la figure. Ainsi, pour avoir 
le carré de a5, il faut suivre la verticale 2,5 jusqu'à la rencontre 
de cette diagonale, qui porte l'inscription de carrés; on y tombe 

sur l'oblique 6,25 : donc 25 = 625. 

Réciproquement, on obtient la racine carrée d'un nombre en 
cherchant sur la ligne des carrés ce nombre (ou son produit par 
une puissance positive ou négative de loo) et en lisant le numéro 
de la verticale correspondante. Ainsi, les racines carrées des 
nombres 4? 9^ i6, 25, . . . , pris sur la ligne des carrés, sont 2, 3, 
4, 5, • . ., numéros des verticales correspondantes. Si l'on voulait 

avoir ^3624 1 } on prendrait le nombre 3,62 sur la ligne des carrés, 
et l'on verrait qu'il correspond à la verticale 1,90, d'où 



^/3624i -= 190 

( approximativement ) . 

Le logarithme d'un cube se compose du logarithme de la racine 
et du double de ce même logarithme. C'est pour ce motif que la 
ligne des cubes, qui part de l'origine, est inclinée à 2 de hauteur 
pour I de base. Cette ligne sortirait du cadre à sa partie supérieure ; 
mais, en vertu de la symétrie de la figure, on a rapporté dans le 
bas la portion qui serait sortie dans le haut, de sorte qu'une 
seconde ligne des cubes, inférieure à la première, sert dans le cas 
où celle-ci vient à manquer. 

La lecture sur ces lignes, tant pour l'élévation au cube que pour 
l'extraction de la racine, se fait comme sur la ligne des carrés. 
Toutefois, dans l'extraction de la racine cubique, il faut n'opérer 
que sur des nombres compris entre i et 100. On ramène tout 
nombre à ces limites en le multipliant ou en le divisant par une 

puissance convenable de 1000. Ainsi, pour trouver la racine 

2 

cubique de 1708 248, on divisera par 1000 et on lira 1,71 sur la 

première ligne des cubes. Ce nombre correspond à la verticale 
1, 195; on posera donc V 1708248 = 119,5. 
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En suivant l'analogie , il sera facile de tracer sur la Table les lignes 
qui servent à élever aux puissances ou à extraire les racines d'un 
degré quelconque. Ainsi, la quatrième puissance doit se trouver 
sur Tune des trois transversales que Ton peut tracer sur la figure, 
à I de base pour 3 de hauteur; la cinquième puissance est sur 
l'une des quatre transversales inclinées à i de base pour 4 de hau- 
teur, et ainsi de suite. 

Pour une puissance de certain degré, la première de ces trans- 
versales partira toujours de l'angle du cadre qui est en bas et à 
gauche ; la deuxième commencera au pied de la verticale en haut 
de laquelle se termine la première ; la troisième commencera au 
pied de la verticale en haut de laquelle se termine la deuxième, 
et ainsi de suite. 

L'élévation aux puissances fractionnaires plus grandes que l'unité 
se ferait à l'aide de transversales tracées sur l'abaque d'après les 

3 . . . 
mêmes principes. Ainsi, pour la puissance -9 l'inclinaison de la 

jk 

transversale serait de i de base pour 1 ou - de hauteur. 

Or la première ligne des cubes est inclinée sur le bord à gauche, 

3 
précisément comme devrait l'être la ligne des puissances - sur le 

bord inférieur du cadre. On se servira donc de cette ligne des 

3 

cubes pour trouver les puissances - • 

On demande, par exemple, la puissance - de 5. Partons du 

nombre 5, pris sur le bord à gauche du cadre, et suivons l'horizon- 
tale correspondante jusqu'au point de rencontre de la première 
ligne des cubes. L'oblique que l'on peut imaginer par ce point por- 

terait le nombre 11,2a ses extrémités. On posera donc 5' = 1 1 , 2. 
La détermination du terme inconnu dans une proportion n'exige 
qu'une multiplication et une division. L'abaque est donc essen- 
tiellement applicable au calcul de ce terme. Seulement, l'ordre 
dans lequel ces opérations sont effectuées pourra varier. La mé- 
thode la plus commode est fondée sur ce qu'une proportion doit 
être considérée comme l'assemblage de deux rapports égaux. Si 
donc on lit les deux antécédents sur les obliques et les deux con- 
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séquents sur les horizontales de la figure, les points de rencontre 
de chaque oblique avec l'horizontale correspondante sont sur une 
même verticale. 

La règle dite de trois, les règles de société, d'intérêt simple 
et d'escompte se réduisent à des multiplications et à des divisions 
successives y que la Table permet d'effectuer. Les calculs é' intérêt 
composé, A^ amortissement j etc., se font au moyen des racines et 
des puissances que la Table fournit. 

La Table se prête aussi à la conversion des poids et des mesures. 
Une quantité quelconque étant numériquement exprimée en fonc- 
tion d'une certaine mesure prise pour unité, on la rapporte à une 
autre mesure en multipliant le nombre qui la représente par le 
rapport de la première unité de mesure à la seconde. Il suffit de 
marquer ce rapport constant par un trait sur Tun des côtés du 
cadre pour effectuer toutes les conversions relatives aux mesures 
considérées. On lit au bord du cadre, du côté gauche, en regard 
d'un certain nombre de traits, des notations abrégées qui se rap- 
portent à divers cas usuels de conversion. On opère les conver- 
sions inverses en employant comme diviseurs les nombres qui 
servent de multiplicateurs dans les opérations directes. 

Pour faciliter les opérations où le nombre lit entre comme mul- 
tiplicateur ou comme diviseur, on a tracé dans l'intérieur du cadre 
une horizontale qui passe par le point 6, 28 de la graduation du 
bord à gauche. On obtiendra donc à vue, très-promptement, la 
circonférence dont on connaît le rayon ou le rayon d'une circon- 
férence de longueur donnée. 

Les transversales marquées Tir* sont tracées parallèlement à la 
ligne des carrés. Elles servent à trouver immédiatement l'aire d'un 
cercle dont on donne le rayon ou le rayon d'un cercle dont on 
connaît l'aire. 

Les trois transversales tracées parallèlement aux lignes des cubes 

et désignées par | ir/' servent à résoudre les problèmes relatifs au 

volume de la sphère. 

D'autres traits, marqués sur les bords du cadre ou qu'on peut 
y ajouter, permettent de lire immédiatement un grand nombre de 
résultats utiles, tels que l'aire d'un polygone régulier dont on con- 
naît le côté, le poids d'un corps dont on connaît la densité et le 
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volume, les proportions de divers corps entrant dans une combi- 
naison chimiquCi les éléments de calcul des formules relatives 
à la chute des corps, à Técoulement des liquides, aux oscilla- 
tions pendulaires, etc., dans lesquelles les quantités g^ 2g, ^,. . . 
entrent comme facteurs. 

Les deux échelles quintuples placées Tune au-dessus, Tautre au- 
dessous du Tableau, servent à mettre les lignes trigonométriques 
dont elles portent les noms en correspondance avec les nombres 
marqués sur le bord inférieur de l'abaque. Ces nombres et leurs 
divisions sont reproduits dans la bande qui sépare les divisions tri- 
gonométriques sur chacune des deux échelles. Grâce à cette dispo- 
sition, on peut effectuer avec Tabaque tous les calculs dans lesquels 
les lignes trigonométriques n'entrent que comme multiplicateurs 
ou comme diviseurs, ce qui est le cas ordinaire. 

L'abaque, fixé sur un carton et accompagné d'un style qui 
permet d'en suivre les diverses lignes, donne les résultats des opé- 
rations avec autant d'exactitude qu'une règle logarithmique qui 
aurait une longueur égale à deux fois le côté du cadre ('). 

78. Le professeur Herrmann a récemment proposé, sous le titre 
de Graphisches Einrtialeins, une Table réputée nouvelle, mais qui 
est, en réalité, la reproduction fidèle de l'abaque Lalanne (^), 
ainsi qu'on en peut juger par le seul exposé du principe. 



(*) Voir, an Rapport précité (I'Olivibr, p. 4~^t "n® intéressante étude comparative 
dos résultats fournis par la règle logarithmique et par l'abaque. 

(*) Une seule différence, purement matérielle, consiste en ce que M. Herrhati!! a 
divisé sa table en deux parties, pour en faciliter le pliage et le déplacement {Dos 
graphische Einmaleins, Braunschweig, 1870, p. i3, note). Il est permis de trouver 
surprenant que, dans les vingt-deux pages qui composent son Instruction, M. HEansiATfN, 
professeur à r École polytechnique d'Aix-la-Chapelle, n'aitpasuneseulc fois laissé tomber 
de sa plume le nom de M. Lalax;ie. Cet oubli parait d'autant moins excusable que, 
dès l'année i8{6, ainsi que nous l'avons indiqué, une publication allemande de 
Vahaque Lalanne a été faite à Leipzig. Par un contraste d'ailleurs remarquable, tandis 
que M. Lala!I]ik se montrait prodigue de son invention et favorisait ou autorisait 
toutes les reproductions propres à la vulgariser, M. Hbiemax?! déclarait, dans son 
Graphisches Einmaleins, que les contrefacteurs seraient poursuivis (Nachdruck wird 
*verfolgt), 

Vahaque de M. LALA3I5B a été reproduit aussi par Voclei dans les Sechs graphische 
Tafeln zum Schnellrechnen und zum Schnellquotiren, etc., nebst Gebrauchsanweisung, 
Berlin, 1877. — Voir l'importante publication de Vocle» ayant pour titre Anleitwtg 
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Soil A {fig> 5i) un point quelconque donné par ses coordonnée:» 
orthogonales AB et AG. On mène par ce point une droite DAE, 




dite diagonale, qui fait avec chacun des deux axes un angle de 4^''- 

On a 

OD = OE = CA + BA = OC -4- OB; 

et par suite 

OC = OE — OB; OB = 00 — OC; 

c'est-à-dire que l'une des coordonnées d'un point quelconque est 
égale à la différence entre le segment déterminé sur les axes par 
la diagonale de ce point et la seconde coordonnée du même point. 
Imaginons que les axes portent des divisions logarithmiques, de 
telle sorte qu'on ait 

OC = log a et OB = log b. 

11 est clair que la diagonale DE déterminera sur les axes des seg- 
ments ODy OE égaux à la somme des logarithmes de a et de 6, 
égaux par conséquent au logarithme du produit ab, La règle pour 
la multiplication de deux nombres peut donc être ainsi formulée : 
on cherche les facteurs sur les axes, et la diagonale qui passe par le 
point correspondant à ces facteurs coupe sur les mêmes axes le 
produit cherché. 



tum Entwerfen graphischer Tafeln und zu deren. Gebrauch beim Schncllrechnen, etc. 
Berlin, 1877. 
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La règle de la division est tout aussi simple. Pour diviser un 
nombre d par un autre c, on cherche le dividende d sur Tun des 
axes et Ton mène la diagonale correspondante. On cherche pareil- 
lement le diviseur c sur Tun des axes, celui des Y par exemple, et 
par le point correspondant on mène à Taxe des X une parallèle que 
l'on prolonge jusqu'à son point de rencontre avec la diagonale pré- 
cédemment tracée. L'abscisse de ce point est le quotient demandé. 

On peut donc prendre le diviseur sur l'un quelconque des axes 
et l'on trouve le quotient sur l'autre. II est d'ailleurs évident que 
tous les points d'une même diagonale DE correspondent au même 
produit et à la même somme de coordonnées OC + OB = OD. 

De là résulte la possibilité de combiner une multiplication avec 
une division. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'obtenir la va- 
leur de — • On prend a sur l'un des axes, b sur l'autre ; on mène la 

diagonale du point Â ainsi déterminé; on porte ensuite sur l'un 
des axes, celui des Y par exemple, l'ordonnée OF =y. La parallèle 
FH à l'axe des X coupe la diagonale au point H, dont l'abscisse OG 

ab 

7 
Si l'on avait encore à multiplier ce quotient par un nombre /, le 

point d'intersection k de HG et de la parallèle aux X menée par I 

donnerait, par sa diagonale, le point L, extrémité du segment 

/= i -^- Et ainsi de suite. 

On effectue très simplement de la même manière l'élévation aux 
puissances et l'extraction des racines. 

Menons par l'origine O une droite OR, telle que YR = -OY. 

Le coefficient d'inclinaison de cette droite ou la tangente de son 
angle d'inclinaison sur l'axe OX est a. Si par un point quelconque N 
de cette transversale on mène trois droites NM, NP, QNX respec- 
tivement parallèles à l'axe des X, à l'axe des Y et aux diagonales, 
on a 

(i) 0M = 20P ou OP = -OM. 

S'il s'agit d'élever un nombre p au carré, on cherche ce nombre 
sur l'axe des X, et du point P qui lui correspond on mène aux Y 



est la valeur g = -^^ 
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une parallèle qu*on prolonge jusqu'à sa rencontre avec la transver- 
sale en N. On mène par ce point une parallèle aux X jusqu'à la 
rencontre des Y au point M qui détermine le carré cherché. On 
trouve d'une manière analogue la racine carrée d'un nombre m. 

(2) OQ — 0X = 30P ou 0P = i0Q = ^0X. 

Pour élever un nombre ^ à la troisième puissance, on mène par 
le point correspondant P de Taxe des X une parallèle à Taxe des Y ; 
par le point N, où cette parallèle rencontre la transversale OR, on 
mène la diagonale qui détermine, soit le point Q sur les Y, soit le 
point X sur les X. Ces points correspondent au cube cherché. 
L'opération inverse fournit la racine cubique d'un nombre pro- 
posé : 

(3) OQ=:OX=:-OM ou Oi\I = ^OQ = ^OX. 

On obtiendra d*une manière analogue les valeurs de {^m)^j 

Il est d'ailleurs aisé de voir qu'on pourra déterminer les puissances 
et les racines d'un degré quelconque en traçant des transversales 
convenablement inclinées par rapport aux axes ( ' ). 



(*) SEùLXCZEai {Ueber Visir und Recheninstrumente, Vl''îcn, 1806, p. 3-4) comptaiti en 
dehors de la règle ordinaire et de la Gunter s ii/ie, seize sortes d'instruments à divi- 
sion logarithmique, savoir: 

1. Sliding ruîe, — 2. Règle d'i£sTEBLE. — 3. Règle à calcul de Le^ioir. — 4. Règle de 
ScDWiMD. — 5. Engineers sliding rule. — 6. Règle de L.-C. SciiULZ. — 7. Invertcd slide 
rule. ~^ 8. Règle de Higgisox. — 9. Improved calculating ruîe. — 10. For mill 
wrigkts, — 11. For marine use, — 12. For timber mensuring, — 13. Dr. Rocet sliding 
rule for involution and évolution. — 14. Sliding rule pjur le calcul des prix. — 
15. Règle chimique [sans doute l'instrument proposé par Wollastox dans son 
Mémoire A synoptic scale of chemical eçuit^alents ; Philosophical Treuitactions de la 
S. R. de Londres, 1814, et Journal des Mines (t. XXXVll,p. loi, i8i5)]. — 16. Règle 
de Sedlaczer pour les calculs d'interpolation. 

Cette nomenclature, qui parait viser les règles proprement dites, à l'exclusion des 
autres formes, devrait être augmentée aujourd'hui d'un très grand nombre d'autres 
instruments, parmi lesquels nous nous bornerons à signaler les suivants : 

17. Règle de Hoare ( The slide-rule and how to use it, etc., by Charles Hoarb, 
London, 18/5). — 18. Palmer's Computing scale {fie^-York^ i8/|3;. — 19. FillerV 
Computing telegraph, — 20. Disque logarithmique de Soxne {Ann. du génie cifil, 
i86'>; Instruments et mach, à calculer, Paris, ]858, p. 76). — 21. Arithmoplanimètro 
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XL — Système PeanceUier. 

79. Nous ne terminerons pas ce Chapitre, consacré aux înstru- 
nienls de calcul, sans parler du Système de pièces rigides articulées 
à liaison complète^ appelé système Peaucellier<, du nom de son in- 
venteur ( * ). 



de Làlaxrs [Comptes rendus des séances de r Académie des Sciences, avril et mai iS^o, 
et Annales des Ponts et Chaussées^ iSjo). — 22. Régie h enveloppe de verre de Là- 
LAN.iE. — 23. Abaque de Lalannb. — 24. Règle à échelle repliée de Maniibbiii. 

— 25. Rechenhitecht d'HERRiiA!<!i (Herriia:<:(*8 Rechenknecht von Wiesenthal und O* 
in Aachen, 1878). — 26. Règle de Soldati {Regolo îogaritmico per calcoli di céleri" 
mensura, etc. Voir Atti délia Società degli ingegneri e degli industriali di Torino, 
TorÎDO, 1873,. p. 3a}. — 27. Arithmographe polychrome de Dubois (Comptes rendus 
des séances de f Académie des Sciences, août 1860, p. 373. — Atti delC Imp. Reg, 
Istituto veneto, etc., Venezia, 1860-1 861, p. 376). — 28. Arithmographe circulaire 
( Teoria e pratica del regolo calcolatore, per Qdiutino Sella, Torino, 1869, p. lia). 

— 29. Arithmographe cylindrique [La Tachéométrie, etc., par J. Pobbo, Turin, i85o, 
p. 74, et Qoi!(Ti:(o Sella, op, cit., p. ii4). — 3U. Stéréomètre de Pcscariu {Dos Ste- 
reometer.Privilegirtes Kôrper-Messinstrument, yon Johann Ritter von Pvscariu. Buda- 
pest, 1877). — 31. Uni versai proportion Table d'EvKBETT(London, published by Lonf;- 
mans, GreenandDyer). — 32. Gercleà calcul de Boccheb (Note de J. Bbrtillox dans /a 
Nature, 8 }aiQ 1878, n* a6a, p. 3i-3a). — 33. Rovtledue'j Slide rule, — 34. Hawtborn'x 
Slide rule. — 35. Bcilder'j Calculating slide rule [ Catalogue of instruments manU" 
factured, by W.-F. Sta!<let, London, 1877, p. 3o). — 36. Règle à calcul Taverrier 
VixAY et TaveR!(ibr Gravbt [Die graphische Statik von G. Cclmann, Zurich, 187S, p. 58). 

— 37. CoGGESBALL'f SUding rule (London, i844)* — 38. BradfordV Sliding rule 
(London, i845). — 39. Échelles logarithmiques centésimales de Porro (J. Porro, op. 
cit., p. 75). — 40. Règle anglaise à deux languettes (Culma!<k, op. cit., p. 73). — 
41. Règle à calcul à deux réglettes de E. Peraux [Instruction de l'inventeur, Nancy, 
avril 1866, et Annales du Génie civil, \\x\ïi 1874). — 42. Rechenstab de De.xnbrt et Papb 
[Deutsche Bauzeitung, Bd. 8, 1874, p. i36). — 43. RecJenstab de Escbiia?i?i, perfec- 
tionné par WiLD [Der topographische Distanzmesser mit Rechenschieber von J. Stam- 
BACB, Aarau, 187a). — 44. Règle logarithmique pour la tachéométrie, de Moisot [Levée 
de plans h la stadia, par 1. Moi.hot, Paris, 18; 7, p. f^i'^"]). — 45. Arithmographe de 
Castigliano (Descrizione ed uso di un nuovo aritmografo, etc. Voir Vlngegneria 
civile e le A rti industriali, vol. VII, p. 71. Torino, 1881). 

C) On a vu d'abord dans la découverte du colonel Pbaucellier une propriété ciné- 
matique permettant de produire un mouvement parfaitement rectiligne, au moyen 
d'un système de tiges rigides articulées et de centres fixes, sans le secours de rainures, 
rouages ou guides quelconques. On sait que, dans le système du balancier et du 
parallélogramme de Watt, généralement adopté pour la transformation du mouve- 
ment rectiligne alternatif en mouvement circulaire continu, l'articulation de la tige 
oscillante ne décrit pas exactement une droite, mais un arc de courbe presque «rec- 
tiligne. Bien que cette solution approximative ne présente dans la pratique aucun 
inconvénient sérieux, les géomètres ont fréquemment cherché à réduire encore la 
déviation de la tige oscillante. Tcbebicheff {Mémoires des Savants étrangers de l'Aca- 
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Ce système se prête en effet à de nombreuses et importantes ap- 
plications, relatives au tracé des courbes et aux procédés méca- 
niques de Calcul ( * ). C'est à ce dernier point de vue seulement que 
nous nous proposons de le considérer. 




L'appareil {fig- 52 et 53) consiste essentiellement en un losange 
formé de quatre tiges égales, articulées entre elles à leurs extré- 

demie de Saint- Péterabourg, i8^4> ^^ Bulletin de la même Académie, 1862) conclut à 
l'impossibilité d'obtenir une solution rigoureuse du problème par un système articulé 
de cinq pièces. Diverses combinaisons de tiges articulées ont permis à M. Peaqcblliek 
de réaliser mathématiquement la transrormation de mouvement dont il s'agit (A'bii- 
velles Annales de Mathématiques, 3* série, t. III, i864i p. 4i4)* Après avoir donné ma- 
tière à deux Communications de M. Man:<hbim {Société philomathique àe Paris, 1867), 
cetite découverte a été développée par l'auteur lui-même (Nouvelles Annales deMathé^ 
matiques, a" série, t. XII, p. 71-78, et note citée au &ommaire bibliographique du pré- 
sent Chapitre). M. Pbaixellibr a d'ailleurs établi (voir Revue scientifique, 3o avril 1878, 
p. 95 1-^53) que la prétendue démonstration de Tcbebichbff repose sur une base 
erronée. On trouve aussi d'utiles renseignements sur ce sujet dans les publications 
de V Association française pour l'avancement des Sciences, Congrès de Lille ( voir Revue 
scientifique, 2 janvier 1875, p. 640-64 1). Il semble établi, toutefois, que M. Ligcise, 
élève de Tcbebichbff, a donné du problème une solution indépendante de celle du 
colonel Peaccbllieb. M. Ligui:<b a exposé ses recherches dans le Bulletin de Saint' 
Pétersbourg de 1871 et dans les Nouvelles Annales de Mathématiques (^2* série, t. XIV, 
Paris, 1875, p. 539-560). La Communication adressée à ce dernier Recueil a été repro- 
duite en substance dans le Repertorium der literarischen Arbeiten aus dem Gebiete der 
reinen und angewandten Mathematik (Enter Band, Leipzig, 1877, p. 95-101). 

( ' ) Voir : Des systèmes articulés simples et multiples et de leurs applications, par 
M. Saimt-Loup, dans les Mémoires de la Société d'émulation du Doubs, 1876. — Over 
stangenstelsels meer in het byzonder over het zesstangenstelsels of de mit van Peaucel-- 
lier, door J.-D.-C.-M. de Roos, dans le Tijdschrift van het konijnklijk Istituted van 
Ingénieurs, 1875-1876, Te's Gravenhage, 1876, traduit en français par M. Alb. Kaptetx 
et inséré dans la Revue universelle des Mines (1877) sous le titre suivant : Aperçu 
cinématique de différents systèmes de tringles articulées, et en particulier du dispositif 
de M, le colonel Peaucellier. — Einige mededeelingen en Opnerknigen over stangenS" 
telsels door J.-D.-C.-M. de Roos, dans le Tijdschrift, etc., 1876-1877, Te's Gravenhage, 
1877. 
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mités A, By A', C. Les sommets opposés A et A' sont en outre liés à 
articulation aux extrémités de deux tirants d^égale longueur, qui 
ont leur commune origine sur le pivot de rotation O. Les tirants 
peuvent être plus longs {fig* 62) ou plus courts {fig* 53) que les 
tiges et, selon que Tune ou Tautre condition se trouve réalisée, le 
point O est intérieur ou extérieur au losange. Les segments OB, 
OB' sont de même sens dans le premier cas et de sens opposés 
dans le second. 

Abaissons du sommet A la perpendiculaire AEsurBG, désignons 
par m la longueur des tirants^par n celle des tiges et posons, dans 
le cas de ^^fig* Sa, OB =. -h a, OG = -+- i^. Nous aurons 

BE = -BC = -(p— 1/), 

2 2 ^ ' 



m 



'=:ÂeV[« + ^ (.-«)]' 



d'où 

(0 



4 



Wf* — /l'= uv. 



Faisons, dans le cas de \di Jig, 53, OB = — w, OC = 4- ^» 
Nous aurons alors 



/n« 



2 2 ^ ' 



/I* =AE -f- -r ( Il -t-f')S 

4 

et par suite 

(2 ) /«* — «' = — uv. 

On voit parles équations (i) et (2) que le produit des segments 
OB et OC est constant, quel que soit le mouvement du système. La 
différence m^ — ri^ est appelée morfwfe. Elle est positive ou négative 
et le système lui-même est positif o\x négatijy selon que le point O 
est intérieur ou extérieur au losange. 

On trouve souvent commode de multiplier Téquation (2) par — i 

8 
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et de considérer le module comme une différence toujours positive, 
exprimée par m^ — n^ ou par rî^ — m*, selon que m est plus grand 
ou plus petit que n. La différence entre les deux systèmes positif 
et négatif consiste donc uniquement dans la communauté ou Top- 
position de sens des segments OB et OC. Si Ton représente le mo- 
dule par fA*, on aura, pour l'un et Tautre cas, 



(3) 



US 



'=^' 



Fig. 54. 



Avant de passer aux applications de ces deux systèmes, nous 
donnerons quelques indications touchant l'appareil modifié que 
M. Sylvester a nommé extracteur binôme quadratique. Cet appa- 
reil permet de simplifier notablement l'exécution mécanique d'une 
partie des opérations de calcul dont nous aurons à nous occuper 
plus loin. 

Supposons que, dans la ^^. 5a, on trans- 
porte les côtés AG et A' G du losange paral- 
lèlement à eux-mêmes, jusqu'à ce que leur 
point d'intersection vienne occuper une 
nouvelle position quelconque E' {Jig» 54) 
sur la droite BG. Si l'on accouple alors les 
quatre tiges en F et en F', comme l'indique la 
figure, on obtient un nouveau losange dans 
lequel BF=BF'=/i', 0E'=/7, BE'= y, 




et l'on a 



«d'où 
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p:=zu-h q =^ u -{ [v — m). 



n 



;,-hç=tt + 2-(p-ii). 



p — q^Uf 

et par suite 

p* — ç*=tt'( I — 2 — I 4-2 — ««' = !*' (1 — 2— j4-a— p». 



Si le point E' vient à coïncider avec le point d'intersection Edes 
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diagonales du losange {fig* 55), on a 



ii5 



I 

2 



et 



(4) 



/>•— 9«=)z«. 



Si Fon opère la même modification surlayî^. 53, pour passer à 
Isijig' 56, il faut remplacer p^ — y^ par y^ — p2^ ^ moins qu'on ne 
veuille attribuer à yi^ une valeur négative. 



Fig 55. 



Fig. 56. 
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PC 



L'une des plus simples applications du système articulé, positif 
ou négatif, est celle qui consiste à déterminer le rapport inverse 
d'un rapport donné. Supposons qu'on adapte à la droite OC une 
échelle dont le zéro soit au point O et dont l'unité de longueur soit 
égale à fx. Le point G marquera la longueur inverse de OB. L'équa- 
tion ( 3 ) donne en effet 

^^ • OC T 

OBxOC = /x* ou — = — , 



OC OB 

d'où il suit que le nombre — est l'inverse de — 



Le système disposé en vue de cette application prend le nom de 
réciprocateur. 

Le système négatif comporterait que l'échelle fût prolongée de 
droite à gauche au delà de zéro. 

Si l'on adoptait une nouvelle unité de longueur \ la valeur 

de OC représenterait ( ^ | fois la valeur inverse de OB. 
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En se fondant sur Téquation (4) transformée, soit 



OE 



=v 



£B 



et en faisant usage de Tappareil indiqué par Idijig, 55, on effec- 
tuera d'une manière analogue l'extraction de la racine carrée d'un 
binôme quadratique à. une variable. Dans ce cas, toutefois, le 
point E doit coïncider avec le zéro de l'échelle, et les tirants 
doivent être disposés de telle façon que la valeur de OC puisse 
varier avec leur longueur. On peut prendre d'ailleurs pour unité 
de l'échelle une grandeur quelconque. Il suffit que jx soit exprimé 
en fonction de cette unité. 

L'élévation au carré et l'extraction de la racine carrée exigent 

Fig. 57. 




une combinaison assez complexe, dans laquelle entrent quatre élé- 
ments simples de Peaucellier et trois éléments modifiés de Syl- 
vester. Nous ne croyons pas utile d'entrer dans les détails de cette 
disposition, qui présente un intérêt purement théorique (*). 

L'extraction de la racine cubique peut être faite au moyen d'un 
système beaucoup plus simple, composé de trois éléments (Jîg. S^). 
Ces éléments ayant le même module /ix^, si l'on fait OA = a:, on 



('} Voir lic'i'uc scie/te i/if/ue, 4* année, 2* série, 21 noYembre 187^, p. 490-J98. 
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a successivement 




XII. — Gabarit de Stoimer. 

80. JNous signalerons enfin un instrument simple et commode, 
imaginé par M, ic professeur Frîed. Steiner pour faciliter la con- 
struction de la spirale logarithmique et l'application de cette courbe 
au calcul graphique. La Jîg. 58 représente cet instrument 

Fie- 58. 




réduit à l'échelle de ;. Le centre de la courbe peut dtrc marqué 
sur le papier au moyen d'une pointe qu'on fait passer à travers 
une petite lumière pratiquée au point O. Au centre de gravité K 
est un bouton de prise. L'appareil sert à divers usages : 

i" La courbe présente une série de courbures dont les rayons 
croissent avec continuité, et elle se prête mieux que toute autre 
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forme aux raccordements qu'on peut avoir à effectuer entre des 
courbes quelconques. 

2® Une portion de courbe étant donnée, on en peut trouver 
rapidement le centre de courbure sans se servir du compas. Si, par 
exemple, la courbe du dessin est couverte en A par celle de Tin- 
strumenty on mènera du point A la tangente AC au plus prochain 
contour du gabarit et le point de contact G sera le centre de cour- 
bure cherché. On déterminera le point G avec une exactitude com- 
plète, soit en élevant sur AG la perpendiculaire GD, tangente au 
plus prochain contour de Finstrument, soit en considérant que OG 
est, par construction, perpendiculaire sur AO. 

3° On peut construire rapidement la développée d'une courbe 
donnée, sans faire usage du compas et de la règle. 

4^ On peut utiliser le gabarit comme instrument de calcul. 
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CHAPITRE IV. 



TBAHSrOBKATIOH DES AIBE8 A GOROUR BECnUdllE. 



Cot'8i?iBRT. Le Calcul par le trait, Paris, i84oy p. 64-83. — Cclma?in. Die graphische 
Statik, Zurich, i856 el 1875, n" 5-7. — Scbleshcbr. F'ortràge ùber grajisckes Rech' 
nen und Grafostatik. Wien, 1 8(38- 1869, n" Sq-SS. — Revleacx. Der Constructeur, 
Braunschweig, 1S69, § 25-27. — V. Ott. Die Grundtûge des graphischen Rechnens 
und der graphisehen Statik, etc. Vierte Auflage, Prag, 1879, $ 10. — Lévt. La Sta- 
tique graphique, etc. Paris, 187^, § 15. — Cbemo:(A. Elementi di Calcolo grafico, 
Torino, 187^, $ 12-22 et % 92-100. — We:i€K. Die graphische Arithmetik und ihre 
Anwendungen auf die Géométrie, Berlin, 187:}, YI. 

I. — Principe des signes appliqué anz aires (*). 

81. Un point qui se meut d'un mouvement continu dans un 
plan décrit un circuit ou périmètre fermé lorsque sa dernière posi- 
tion vient coïncider avec sa position initiale. 



(*) La règle de» signes appliquée aux aires a été établie pour la première fois, dans 
toute sa généralité, par M5bics {Der barycentrische Calcul, etc., Leipzig, 1827, J 17, 
18 eXpassim, — Lehrbuch der Statik, Leipzig, 1887, § 34). On trouve, toutefois, d'in- 
téressants matériaux pour l'étude de cette question dans un Mémoire de Moxcb 
(XV* Cahier du Journal de t École Polytechnique, p. 68). Les premières notions sur 
les signes des aires, spécialement dans les figures à périmètres croisés, on été données 
par Mbisteb (Generalia de gènes i ^ur arum planarum et independentibus earum af- 
fection ibus , dans les Novi Commentarii Societatis regiœ Scientiarum Gottingensis, 
t. I, ad a. MDCCLXix et> hdcclxx, p. i5o). — Lezbll {Solutio problematis geometriei 
ex doctrina sphœricorum, dans les Acta Academia Scientiarum imperi dis Petropoli* 
tanœ,i'j%i, 1, p. ia6 et suiv.) et L'Uoillier (De relatione mutua capae tatis et termi- 
norum Jfgurarum Geometriœ consideratatXAnofÏK, 1782, p. a3) ont aussi jeté quelque 
lumière sur ce sujet. 

C'est ici le cas de rappeler la célèbre formule de Gavss, au moyen de laquelle, 
connaissant les coordonnées des BommeiBx,y\x\y'; x^,y; ...f^^S j^~S on peut 
calculer Taire de tous les polygones déterminés par l'équation 

Cette formule a été publiée pour la première fois dans la traduction allemande de la 
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Le circuît est polygonal ou rectiligne quand il est formé de 
segments de droites ayant chacun son" origine à Textrémité du seg- 
ment qui le précède et son extrémité à l'origine du segment qui 
le suit. 

Le circuit peut être tel que le point mobile qui le décrit 
n'occupe jamais deux fois une même position quelconque. Mais il 
peut arriver aussi que le circuit se coupe lui-même. Il prend alors 
le nom de circuit croisé ou entrelacé et les points d'intersection 
sont appelés nœuds. 

Si le mobile, partant d'un certain point A, passe successive- 
ment par les points B, C, D du circuit avant de revenir à son 
point initial, on désigne le chemin parcouru par ABCD. Si le mo- 
bile rencontre les mêmes points dans l'ordre D, C, B, on désigne 
par ADCB le chemin parcouru en sens opposé sur le même 
circuit. 

Tout point du plan, constamment situé à la droite de l'observa- 
teur qui parcourt un segment déterminé de l'un des deux chemins, 
est constamment à la gauche de l'observateur qui parcourt le même 
segment dans le sens de l'autre chemin. 

L'origine du mouvement étant arbitraire, les expressions ABCD, 
BCDA, . . . désignent un seul et même chemin, opposé de sens à 
celui qu'on peut désigner indifféremment par ADCB, DCBA, • . . . 

Un périmètre fermé et sans nœuds circonscrit une portion finie 
du plan, qui lui est intérieure, et la sépare de toute la partie exté- 
rieure, qui s'étend à l'infini. La mesure de la partie intérieure 
constitue Vaire du circuit. 

Lorsqu'une droite pivote dans un plan sur un de ses points O 
supposé fixe et lorsque, par suite, un autre point A de la droite 



Géométrie de position de Cauxot (Géométrie eler Stellung oder ûber die Anwendungder 
Analysis ouf Géométrie, deutsch v. Scochmacher, a. Theil, Altona, 1810, p. 36a). Mais 
c'est encore dans les trayauz de Môoius qu'il faut chercher la première étude com- 
plète sur les signes des aires dans les fi[|;ures à contours croisés (voir, outre les deux 
Ouvrages cités plus haut, Théorie der elementaren Verwcmdtschaft, dans les Berichte 
ùber die Verhandlungen der Sàchsischen Gesellschaft der JVissenschaften, t. 15, p. ^% 
et suiv. et Ueber die Bestimmung des Inhalts eines Polyëdert, dans le même Recueil, 
t. 17). Consulter sur la même question : Die Elemente der Matkematik, von 
D' KicoARD BALTZERf II. Bd., drîtte verbesserte Auflage, Leipzig, 1870, p. 65-68, et F'er- 
mischte Untersuchungen fàr Geschichte der mathematischen Wissenschaften, von 
D' SIEGMC3ID Gô.'tTHER, Leipzig, 1876, p. 1-91. 
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mobile décrit une circonférence, on convient de considérer comme 
positifs ou comme négatifs, d'une part l'arc circulaire décrit 
par le point A, d'autre part l'aire décrite par la droite OA, selon 
qu'un observateur placé au-dessus du plan verra. cette droite se 
mouvoir dans le même sens que les aiguilles d'une montre ou 
dans le sens opposé. Le premier des deux mouvements détermine, 
par convention, le scjis positif du plan, l'autre le sens négatif 

82. Soient A, B, G les sommets d'un triangle, placés de telle 
façon qu'un observateur, parcourant le périmètre dans le sens 
positif et à partir de A, passe par B avant d'arriver à C. L'obser- 
vateur aura constamment à sa droite l'aire ABC, que l'on convient 
de considérer comme positive. Si le mouvement avait lieu dans le 
sens négatif du plan, l'observateur aurait à sa gauche l'aire néga- 
tive ACB, égale et opposée à la première. 

L'aire positive ABC peut être considérée comme engendrée par 
la droite AB, de longueur variable, pivotant sur le sommet A 
et dans le sens positif du plan, pendant que le point B parcourt 
le chemin rectiligne BC. L'aire égale et opposée ACB sera pareil- 
lement décrite par la droite AC, pivotant dans le sens négatif sur 
le même point A, pendant que le point C parcourt le chemin CB. 

83. Soit O un point quelconque, pris dans le plan du triangle 
ABC. On a identiquement, en observant Jes règles que nous 
venons de poser, 

OAB -+- OBC -h OCA = ABC. 

Cette propriété apparaît immédiatement lorsque le point O est 
pris à l'intérieur du triangle ABC, car les triangles partiels OAB, 
OBC, OCA sont de même signe et leur somme est égale à ABC. 

Si le point O est dans l'angle BAC, mais en dehors du triangle 
donné et dans la partie du plan séparée du sommet A par la droite 
BC, les aires des triangles OAB, OCA sont de même sens et celle 
du triangle OBC est de sens contraire, en sorte qu'on a, d'après 
la règle des signes, 

OAB -h OBC -»- OCA = OAB — OCB -h OCA = ABC. 
Enfin, si le point O est dans l'angle opposé par le sommet à BAC, 
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on a 

OAB -+- OBC -h OCA = — OBA -f- OBC — OAC = ABC. 

Il suit de là qu'on peut considérer l'aire du triangle ABC 
comme engendrée par le mouvement d'un rayon de longueur 
variable, donl un point O reste fixe, tandis que son extrémité 
décrit le périmètre du triangle d'un mouvement continu et dans 
le sens donné. 

La propriété qui précède s'étend aux cas où des arcs de courbe 
seraient substitués à un ou à plusieurs des côtés rectilignes. 

84. Soit ABC . . . MNA un circuit polygonal quelconque, plan 
et fermé. Les aires des triangles déterminés par ses divers côtés 
et par un point O du plan forment une somme constante, quel 
que soit O. 

£n eflet, P étant un autre point du plan, on a (82) 

PAB = OAB -h OBP H- OPA, 
PBC = OBC -h OCP -+- OPB, 



PMN = OMN -h ONP -h OPM, 
PNA = ONA -f- OAP -f- OPN. 



Si Ton additionne ces égalités, en supprimant dans le second 
membre les termes égaux et de sens opposés, il vient 

PAB -♦- PBC -4- : . . -f- PMN -f- PNA 
= OAB H- OBC -f- . . . -i- OMN -h ONA = 2. 

On peut considérer l'aire constante 2 comme engendrée par le 
mouvement d'un rayon de longueur variable, pivotant sur le 
point O, pendant que son extrémité décrit le contour donné dans 
le sens donné. 

85. Tout circuit fermé et croisé divise le plan en un certain 
nombre de parties finies et contiguës, fi, cp2) cps, ..., limitées 
chacune par un circuit partiel, fermé et non croisé. La totalité du 
plan de la figure se compose de ces parties et d'un résidu illimité 
(foy qui leur est extérieur. 

Soient O un point du plan pris comme pivot, A un point mobile 
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décrivant le circuit, 0A| et OA2 les côtés de Tangle infiniment 
petit formé par les deux positions de la droite mobile OA qui 
embrassent un élément (ù du plan, infiniment petit dans toutes les 
directions et situé entre O et A|. Le sens du mouvement étant 
supposé tel que le point A occupe la position A| avant d'occuper 
la position A^y on dit que Tintersection A| du circuit et du rayon 
Oa> prolongé est positive ou négative selon que Taire du 
triangle A| OA2 est décrite dans le sens positif ou dans le sens 
négatif du plan. Si la description complète du circuit par le point A 
donne lieu à m intersections positives et à n intersections négatives, 
l'élément o) appartient km-\-n triangles ou secteurs élémentaires, 
tels que A| OA2, dont m ont des aires positives et n des aires néga- 
tives. L'élément w entre donc avec le coeflicient m — n dans la 
somme X des m + n triangles. On vérifie aisément que le coeffi- 
cient m — 71 de Cl) est indépendant de la position du point O. 

86. Soient &) et a>' deux éléments infiniment petits, appartenant 
à un même circuit partiel non croisé f , et tels qu'aucune partie 
du circuit total ne soit coupée par le segment de droite qui les 
joint. Si le point de pivotement O est pris sur Fun des prolonge- 
ments de ce segment, il est évident que le rayon OA ne pourra 
pas décrire co sans décrire en même temps tù'. Les deux éléments 
O) et dû) entrent donc dans II avec le même coefficient. Ce coeffi- 
cient est commun à tous les éléments du circuit partiel cf et con- 
stitue conséquemment le coefficient particulier à ce circuit. 

Soient maintenant tù et co'^ deux éléments infiniment petits, 
situés dans deux circuits partiels contigus, c'est-à-dire tels que le 
circuit total donné passe une seule fois entre o) et o)'^. Nous admet- 
tons qu'un observateur parcourant le circuit dans le sens donné 
aurait (k> à sa droite et (ù" à sa gauche au moment où il rencon- 
trerait la droite «w", après avoir quitté une certaine position F, 
mais avant d'avoir atteint une autre position G. Si l'on prend le 
point de pivotement O sur le prolongement de w^^o), c'est-à-dire 
au delà de &) par rapport à (a" y le rayon OA ne pourra pas décrire 
une seule fois tù^ sans décrire en même temps a>; mais, lorsque A 
parcourra la partie FG du circuit, et dans ce cas seulement, OA 
décrira Ot> sans décrire tù'^. Le coefficient de o), c'est-à-dire du circuit 
partiel qui contient cet élément, dépassera donc d'une unité le 
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coefficient de o' et du circuit dont tù^ fait partie. Mais les circuits 
partiels de a> et de tù" sont respectivement à la droite et à la gauche 
de l'observateur qui parcourt le circuit dans le sens convenu FG. 
Donc, si Tun passe d'une aire partielle à une aire contiguë en tra- 
versant le circuit de droite à gauche, le coefficient de Faire d'où 
l'on sort est supérieur d'une unité au coeflicient de l'aire dans 
laquelle on entre. 

87. La région infinie ^o a pour coeflicient zéro, car on peut 
toujours attribuer au point O une position telle que le segment 
mobile OÂ ne rencontre pas un élément a>o de cette région. 

Si, partant de cpo, on pénètre successivement dans les circuits 
partiels, on formera le coeflicient de chacun d'eux en augmentant 
ou en diminuant d'une unité le coefficient du circuit précédent, 
selon que, pour passer de celui-ci dans l'autre, on aura dû quit- 
ter la droite du périmètre pour en occuper la gauche, ou lyice 
versa. 

En général, si un point de la région 90 est joint à un point 
d'un circuit partiel f par une droite qui traverse le circuit total 
m fois de droite à gauche et n fois de gauche à droite, le coefli- 
cient de 9 est m — n. 

Si Cl, C], ... sont les coefficients respectifs des circuits par- 
tiels, non croisés, dont les aires sont fi, 92» • • m ^^ ^ 

2 = Cl ^1 -I- Cj ^j -h , . . . 

Lorsque le périmètre ne présente aucun croisement, il ne donne 
Heu qu'à un seul circuit limité «pi, dont le coeflicient est l'unité 
positive ou négative, selon que le chemin est de sens positif ou 
négatif. On a dans ce cas S = ±: cpi, c'est-à-dire que, le périmètre 
n'ayant aucun croisement, la somme Z exprime l'aire que ce 
périmètre Circonscrit. 

On a été naturellement conduit par cette propriété à prendra 
la quantité Z comme définition de l'aire d'un circuit croisé quel- 
conque. 



• #* 
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II. — Représentation des aires par des droites. Réduction d'un triangle 

à une base donnée (*). 

88. Une aire pouvant être considérée comme le produit de deux 
longueurs, les règles de la Géométrie plane et celles que nous 
avons précédemment exposées permettront de déterminer par une 
simple multiplication graphique Faire d^me figure donnée quel- 
conque. 

L'aire considérée, résultant du produit de deux droites, peut en 
effet être divisée par une longueur arbitraire, mais constante, i, 
que nous appellerons base de réduction et que, pour simplifier, 
nous prendrons le plus souvent égale à l'unité. La question revient 
dès lors à effectuer le produit d'une droite par un rapport, et nous 
savons comment on procède en pareil cas. 

Par exemple, l'aire d'un triangle OAB, de base a et de hauteur /i, 
a pour expression 

A =:- ah. 

Divisant cette aire par la base £, nous obtenons comme quotient 
une droite y, telle que 

A h a 

11 s'agit donc de multiplier a par le rapport —r ou h par le rap- 

Dans le premier cas {Jtg- Sg) on prend OC = 2 J, on joint BC 
et on mène AD parallèle à BC. 

Dans le second cas (fig* 60) on détermine sur OB le point D, 
situé à la distance ai de OA, on joint AD et on mène BC paral- 
lèle à DA. 



(') La résolution de ce problème remonte à l'École de Pytuagore. Haneel Ténonce 
ainsi : m Einen gegebencn Flâchenraum an einer gegebenen Strecke lu entwerfen 
(-îtytpoL^àXÀstVf applicare)^ d. h. in eiu Rechteck ku verwandeln, dessen eine Scite jene 
gegebene Strecke ist. » (Voir Zur Geschichte der MathemaUk ira Alterthum undMûtel" 
aller, Leipzig, 187/1, p. 98-99). L'auteur de cette assertion, que Hamkel ne désigne 
pas, est EoDÈME. Voir à ce sujet : De gli elementi d'Euclide libri quindici, tradotti da 
FcDERico CoMMAiiDi!iio, Urbino. MDLXXV, c. 28. 
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La construction donne, dans chacun des deux cas, deux triangles 
semblables ADO, CBO, dont les hauteurs sont entre elles comme 
les bases. On a donc 

On peut vérifier, par des considérations géométriques directes, 
que les multiplications ainsi effectuées conduisent à déterminer 



Fig. 59. 



Fîg. 60. 




'XTrT= 



O' 




exactement Taire du triangle AOB. PJcnons en effet la droite CD. 
Les droites AD et BC étant parallèles, les triangles OAB, OCD 
sont équivalents, et, dans chacune des constructions. Taire du 
triangle OAB est 



d'où 



A=.-.2i/==£./, 



•^ ù 



L'aire A est donc proportionnelle à la hauteur f d'un rectangle 
de base b. Nous avons obtenu y aussi bien par la transformation 
graphique du triangle que par une multiplication graphique, et les 
deux procédés concordent parfaitement. 

Une telle concordance est difficile à établir quand il s'agit de 
figures compliquées. On évite alors d'opérer par voie de sommation 
des triangles partiels dont la figure se compose, et Ton procède 
directement à la transformation de Taire proposée. 

L'aire d'une figure quelconque, dont on veut avoir la mesure, 
peut être transformée soit en un rectangle de base &, soit en un 
triangle ayant pour base ou pour hauteur 2J. On obtient par ces 
transformations des segments de droites proportionnels aux aires 
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proposées, et ces segments peuvent être assujettis à toutes les opé- 
rations graphiques que nous avons précédemment indiquées. On 
voit par là que la réduction d^une figure à une base donnée équi- 
vaut à la détermination de Taire de cette figure. 

89. On est quelquefois tenu d'adopter comme base une droite AB 
ifië' ^0 n^^ïi^G de Tun des sommets A du triangle donné à un 
point B| du côté opposé BC. On- p. g^ 

doit, en ce cas, prendre pour 
hauteury la projection orthogo- 
nale CD du côté BC sur une 
droite perpendiculaire à AB|. 

Menons, en efTet, AAj paral- 
lèle à CB, et remplaçons ABC 
par le triangle équivalent A i BC, 
dans lequel le côté A|B est égal et parallèle à ABi. Le triangle 
A| BC a pour hauteur la corde CD du demi-cercle BDC. 

La plus grande valeur possible de CD est CB. Elle correspond à 
la plus petite valeur de AB| , c'est-à-dire à la hauteur du triangle ABC. 
Si l'on fait pivoter AB| sur le sommet A, la longueur de ce segment 
varie depuis le minimum que nous venons d'indiquer jusqu'à l'in- 
(înî. En même temps, le point D décrit le demi-cercle BDC et la 
corde CD varie depuis CB jusqu'à zéro. On peyt donc prendre 
arbitrairement comme base de réduction toute longueur plus grande 
que la hauteur du triangle donné et comme hauteur relative à cette 
base toute longueur plus petite que la base BC. 

Si l'on assigne à l'une des droites CD, ABj une longueur ai, 
égale au double de la base, l'autre droite représentera la valeur y* 
proportionnelle à l'aire. 

Pour distinguer les projections de BC sur CD et sur AB|, on 
donne à la première le nom A^ antiprojection. 

89. Nous indiquerons encore quelques constructions auxquelles 
il est souvent commode de recourir dans la transformation des 
aires. 

Soit à transformer un triangle rectangle OAB {fig^ 62) en un 
i*ectangle de même aire et de base donnée b. 

Menons parallèlement à OA le segment PM = a i et parallè- 
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lement à AB la droite indéfinie MY.La parallèle à AM passant 

par le point B rencontre MY en N, et la parallèle à PN passant 

par le point O rencontre AB en C ; AC est la hauteur du rectangle 

cherché. 

Fig. 62. 




En effet, les triangles semhlahles MNP, OAC donnent 



d'où 



et, comme MN = AB, 



oh __0A 
ÂÏK~"ÂC 



2^.AC = 0A.MN, 



*.ACr=: 



lOA.AB. 



On simplifie la construction en plaçant PM = a i sur le prolon- 
gement de OA. 

Ce procédé est surtout commode quand il s'agit de transformer 
plusieurs triangles rectangles en autant de rectangles ayant une 
même base. 

Soit maintenant à transformer un rectangle MNPQ (^fig. 63) 
en un autre, de base donnée. 

Fig. 63. 




L...^....^0 



On mène la diagonale NQ, et, au moyen du triangle auxihaire OAB, 
on transforme le triangle MNQ, moitié du rectangle proposé, en 
un autre de base AO. Le point d'intersection R de la droite MQ 
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prolongée et de la parallèle à OB passant par N, détermine la 
hauteur MR du nouveau rectangle cherché. 

Ce procédé permet de réduire plusieurs rectangles à une même 
base par une application très simple du polygone de multiplica- 
tion (23) («). 



m. — Réduction d'un qnadrangle à une base donnée. 

90. Soit à réduire à la base b un quadrangle ABCD {fig- 64). 

On mène BBi parallèle à la diagonale CA. Le quadrangle étant 
ainsi transformé en un triangle équivalent B| CD, on trace CF = a &, 
et l'on détermine Tantiprojection (88) correspondante B|E du 



Fig. 64. 



Fig. 65. 



Wi 





côté BjD. Cette antiprojection donne la mesure y du quadrangle. 

On peut opérer la réduction directement de la manière sui- 
vante. 

Du point C comme centre {fig* 65), avec CF := ai pour rayon, 
on décrit un arc de cercle, et Ton mène du point A la tangente 
AF à cet arc. Les parallèles à la diagonale CA qui passent par 
les sommets B et D rencontrent AF aux points Bi et Dj. Aux 
triangles ABC, ACD on peut substituer les triangles équivalents 



(*) On peut opérer la transformation des aires par un grand nombre d'autres 
constructions que nous croyons inutile d'exposer ici. Ces constructions se déduisent 
aisément des réglée ordinaires de planimétrie et de la méthode générale précédemment 
développée. 

9 
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AB|C, ACDi, qui ont respectivement BiA, AD| pour bases cor- 
respondantes à la hauteur commune CF. 

L'aire du quadrangle est dès lors représentée par B|D|. 

Cette construction n'est plus possible lorsque CF dépasse la 
plus grande dimension du quadrangle ABCD. Dans ce cas {fig* 66) 
on mène BB| parallèle à CA, et du point D comme centre, avec 
ai pour rayon, on décrit un arc de cercle qui coupe BB| en B|. 
L'aire est alors mesurée par l'antiprojection CF de la diago- 
nale AC. 

Si le quadrilatère est croisé {fig* 67), la construction ne donne 



Fig. 66. 



Fig. 67. 





plus la somme, mais la différence des triangles ABC, ACD, qui 
ont la diagonale AC commune. Les bases AB^, AD, se super- 
posent du même côté du sommet A, et la plus grande, AD|, 
correspond au triangle ACD, qui a la plus grande aire. 

Si les sommets B et D sont sur une parallèle à AC, les extré- 
mités B,, D, des deux bases coïncident ety=o. Dans ce cas, 
en effet, l'aire du quadrangle est égale à la somme des aires trian- 
gulaires MAB, MCD, lesquelles sont égales, mais de signes 
contraires. 

IV. — Réduction d'un polygone quelconque à une base donnée 



91, Pour déterminer l'aire d'un polygone quelconque, à cir- 
cuit croisé ou non croisé, ou pour réduire ce polygone à une base 
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donnée, on le transforme d^abord en un quadrangle équivalent ( * ). 
Soit oia345 le polygone proposé {fig. 68). On mène par le 
sommet i , parallèlement à la diagonale oa, la droite 1 2', que Ton 
prolonge jusqu'à sa rencontre au point a' avec le côté aS. Les 
triangles 01 a, oa'a sont équivalents, et il en est de même des 
polygones oia345, 2'345. Lesommet i est ainsi éliminé et le nou- 

Fig. 68. 




veau polygone a un sommet de moins que le précédent. On éli- 
mine de la même manière le nouveau sommet a' en menant a' 3' 
parallèle à la diagonale o3. On arrive ainsi à transformer un 
polygone d'un nombre quelconque de côtés en un quadrangle, 
qui est o3'45 dans le cas de la figure. Appliquant à ce quadrangle 
les constructions précédemment indiquées, on détermine le seg- 
menty tel que le produit^i soit égal à l'aire du polygone proposé. 

92. Dans la construction précédente, les nouveaux côtés des 
polygones, résultant des réductions successives, sont des rayons 
issus d'un même centre ou sommet fixe o. Mais on peut remplacer 
le sommet fixe où convergent les nouveaux côtés par un côté fixe 
sur lequel s'alignent les nouveaux sommets. 



(*) Cette question est traitée avec beaucoup de détail dans le Mémoire déjà cité do 
Meisteb. Elle fait le sujet d'un Chapitre entier portant ce titre : Figura rectiiùteœ 
cujus pcrimeter exhibetur, œquale triangulum comtruere, cujus vertex et Uuiu opposi' 
tum dantur positione in piano figurtr, ita tanien, ut vertex non sit in trium vel plu» 
rium îatcrum rectis. On en trouve une étude encore plus détaillée, et peut-être même 
un peu prolixe, dans un Mémoire de D. Leoncio Ubillos, intitulé Explanacion de un 
camino. Procedimientos graficos para la cubicacion,- reparto en la linea de los produc'» 
tos de las excavaciones, y calcula de las dista/icias médias de trasportes. Madrid, 187.I1 
p. 5-3i . 
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Considérons, par exemple, le circuit ÂCO 12345 {fig^ 69) et 



menons 



II' parallèle 


à 20 


no! «» 


3i' 


33' 


42' ) jusqu'à la rencontre de OC. 


44' " 


53' 


5D 


A4' 



Nous avons ainsi déterminé une droite AD, qui peut être sub- 



Fig. 69. 




stltuée à la partie inférieure A5432iO du profil. On substitue de 
la même manière la droite CB| à la partie supérieure, et le profil 
polygonal tout entier se trouve transformé en un quadrilatère équi- 
valent AB| CD. On réduit celui-ci à la base nb pour déterminer le 
segment/*, dont le produit par b donne l'aire de la figure pro- 
posée. 

93. La méthode précédente est la plus commode à appliquer 
quand les aires à déterminer se rappoi1;ent à des contours polygo- 
naux très accidentés. Elle s^applique aux circuits entrelacés aussi 
bien qu^aux autres, elle permet d'avoir égard aux signes des aires 
partielles, et il suffit d'un peu d'exercice pour effectuer les trans- 
formations d'une manière en quelque sorte mécanique. 

Soit, par exemple, à réduire par cette méthode le périmètre 
tîroisé ABC01234 {fig- 70), qui peut être censé représenter un 
profil de terrassement, partie en déblai, partie en remblai. On 
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|33 



mène 



1 1 ' parallèle à 20 



22' 

33' 
4D 



3r 



42 

A3' 



\ jusqu'à Li rencontre du côté Co 



Le polygone donné est transformé en un quadrilatère équiva- 
lent ABCD, qui donne la différence entre les aires de signes con- 



Fîg. 70. 




traires ABCI49 Ioia3, représentant, Tune la section en remblai, 
l'autre la section en déblai. 

Le circuit ABCD est de même sens que ABCI4 ou de même sens 
que loi 23, selon que l'aire du remblai l'emporte sur celle du déblai^ 
ou vice versa. 

94. Le même problème est susceptible d'une solution différente. 

Soit en effet (Jig- 71) une aire quelconque, limitée par un con- 
tour polygonal OABCDE et par une droite OX. On la décompose, 
au moyen de perpendiculaires abaissées des sommets du contour 
sur OX, en une suite de triangles et de trapèzes transformables, par 
voie de réduction, à la base b d'un rectangle. A ces figures partielles 
on substitue des rectangles équivalents en prenant les milieux i, 2, 
3, 4j 5 des côtés du contour polygonal. On projette ces points sur 
une droite M Y, parallèlement à la droite fondamentale OX. La 
suite de la construction est suffisamment indiquée par la figure. 
La transformation des rectangles équivalents aux triangles et aux 
trapèzes partiels est effectuée au moyen du polygone de multipli- 
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cation OA2 6|C2D2Et (23), et Taire de la figure proposée est égale 
au produit de la base b par le segment EEj. La partie de cette aire 
qui est située au-dessous de la droite OX est affectée du signe con- 
traire à celui de l'autre partie. La mesure de l'aire partielle comprise 



Fig. 71 



X- 



/'^ 



^-'• 







X 



entre les ordonnées de deux sommets du contour proposé est égale 
au produit de la base constante b par la différence des ordonnées 
correspondantes du polygone de multiplication. Par exemple, 



et ainsi de suite. 



aire A,ABB,= ^(B,B, — A,At), 
aireAiABCCi=^'(C,C,— A,Ai), 
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CoFSiMEBT. Le calcul par le trait, Paris, iSSg. Ill* Partie. — Cclmann. Die graphische 
Statik, Zurich, 1875, n" 13-14. — Helmbrt. Zur Herstellung graphischer Tabellen mit 
xwei Eingângen. Stuttgard, 1876. — Lalamnb. Mémoire sur les Tables graphiques et 
sur la Géométrie anamorphique, etc. {Annales des Ponts et Chaussées, a* série, 1846, 
i*'seiD.,p. i),-' Méthodes graphiques pour V expression des lois empiriques ou mathé' 
matiques à trois 'variables, etc., Paris, Imp. nat., 1878 et 1880. — Schlesinger. ^or- 
trâge ûber grafisches Rechnen «. Grafo^Statik, Wien, 1868-1869, n«« 57-58. — Ma- 
BET. La méthode graphique dans les sciences expérimentales, et principalement en 
Physiologie et en Médecine» Paris, 1878. 



I. " Représentation graphique des fonctions à deux variables (0* 

95. La position d*un point sur un plan est déterminée par deux 
quantités que Ton nomme coordonnées du point. Il y a une infinité 



(*) Les anciens géomètres connaissaient, à titre de cas particuliers, les équations de 
certaines courbes. Mais Dsscartbs est le Téritable créateur de la Géométrie analytique. 
\\ a montré, d'une manière générale, comment une courbe peut être caractérisée par 
son équation, c'est-à-dire par la relation qui existe entre les coordonnées de chacun 
de ses points, et comment toute équation donnée peut être représentée par une courbe. 
On doit aussi à Dkscartes des solutions graphiques pour la détermination des racines 
des équations du troisième et du quatrième degré. La sublime iuTention cartésienne 
marque l'origine des méthodes qui permettent de représenter graphiquement les va- 
riations d'une quantité en fonction d'une autre quantité variable. 

Fbbhat s'est occupé, en même temps que Descabtbs, du moyen de représenter les 
lieux géométriques par des équations algébriques ( Ad locos pianos et solides Isagoge, 
Introduction, p. a. F'oir Bobdas-Dehoiili!!, Le cartésianisme. Paris, 1874» p. 382; 
Hobfer, Histoire des Mathématiques, Paris, 1874» p. SgS). 

Limité d'abord à l'expression graphique des fonctions mathématiquement définies, 
l'usage des courbes a été ensuite étendu à la traduction des données numériques ré- 
sultant de l'observation. Il est difficile de dire à quelle époque et par qui cette nou- 
velle application a été faite pour la première fois. On en trouve déjà de fréquents 
exemples dans les écrits publiés vers le milieu du siècle dernier. 
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de systèmes de coordonnées; mais on fail le plus souvent asage 
du système recttUgne ou du système polaire. 

Dans ie système rectiligne, la position d'un point P (^gr- 72) 
est déterminée par l'intersection de deux droites, PM, PN, paral- 
lèles à deux axes fixes concourants, XX', YY', Les positions de PM 
et de PN sont elles-mêmes respectivement 
Fij. ^l. définies par les distances OM, ON, mesurées 

sur tes axes à partir du point d'origine O. 
Les segments OM (abscisses) sont, par con- 
vention, considérés comme positifs ou comme 
négatifs selon qu'ils s'étendent, à partir de 
l'origine, dans la direction OX ou dans la di- 
rection OX', Pareillement, les segments ON 
(ordonnées) sont positifs dans le sens OY 
et négatifs dans le sens OY'. Cette convention permet de distin- 



Dii 176g, Fii^cnCD LuiiiD STsit indiqué le moycD d'ëUblir graphiquement < l'éUt 
fcjenliflque de chaque lièclc et en particaliir du iviri* • (Gîoraale Ji Brera, 1769. 
l. 111, p. 161. Ltllert icrille de piii parti d'Eiirapa adircrli amici luoi Rcl i-}il,tlc., 
pBïia, 1785, p, bo-65). — Blbtiotrra mairmaiica iialiana di Riccmm, t. II, Modcoa, 
1B73, col. b^). 

En 17S9, PiATFAin donnnit t*t Tableaux ^Arithmétique linéaire du eonuHtreir, 
dei /inanca et de la dette nationale itAngleterre (Induction frantaiie, Paris, 
mar* 17S9, Biblioth, aalion,, n' iS3), dam leiqueli on trouTa notamment deux 
diagranimei mettant en relier l'accroiitcment de la dette publique en AriBlctcrre, do- 
puii ifiSSJuaqu'i 1784, et la balance de l'imporlatiou et de l'eiporlalion dana le mAme 
paji. 

En I7gi, CAunn publiait un Tableau graphique de la direction de raiguHU ainaniée 
tel 4, 11, 10 et a8 de chaque mois, et de ta marche obiervée ^ lOhservatoire royal de 
Pariidepaa le ^ mai l'^SÎ jaiquau 36 décembre i',SS (Delà déclinaùon et da varia- 
tioni de Caiguille aimantée oilerfée) à rOiserMiloire royal de Paril drpub Fan 1667 
jiaqu'à 1791, etc., par M. Cami», Parii, L.-P. Caurel, 1791). 

Au commencement de ce aiécle, FHiauin eonalruisait en France dei Tableaui 6gu- 
ratira ducouradesJaisJEnDlaet du coun de la rente pour ici périodea compriica enti« 
1789 et 1807. Nona cilerona encore parmi ins inltialeuri de la mélhode : Lattoi Cooki 
(t8oo);Ci»AliB(i8i6); Pimimn [Tableaux graphiquei peignuat divers réiuttets ifob- 
strration, iS^o); Eicber ci la Lthibe (1811); Tuie (i833, courbe du choléra de i63i); 
HiNAKD ( Tableaux graphiques relatifs à la coniommaiion des parages de Paris, dana la 
Projet de canal et-de chemin de fer pour le tranaport dea paréa de Paria, 1816. — Z>Et 
Tableaux graphiques et des Cartes figuratives, Paril, i850j ïiian.{Figur lur Correction 
fur die TemperaSuren der freyen Luft, zum Gebraueh des miliiàrisch-topographàchea 
Biireaa'i enlHwr/eji, Cularuhe, i83o); Vw.\wmi.ei [Charl of Biograpky, etc.); PoCGiN- 
iHlur {Lebeiulinien xur Gesekichie der exaclen Wisienschaften, etc.). Voir QdeiUIT, 
Histoire des Sciences mathématiques cAei les Belges, etc. 
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guer les points, tels que P, P^, Pa, Pa^ dont les coordonnées ont 
mêmes valeurs absolues, et d'attribuer chaque couple de coor- 
données à un point du plan et à un seul. On obtient tous les points 
du plan en faisant varier les coordonnées depuis zéro jusqu'à l'in* 
fini dans les directions positives et négatives des deux axes. 

Les coordonnées d'un point P sont les projections de la 
droite OP sur chacun des axes à partir du point à l'infini de l'autre 
axe. Lorsque les axes sont rectangulaires, les 
deux projections sont orthogonales et les coor- 
données d'un point sont les distances de ce point 
aux deux axes. 

Dans le système des coordonnées polaires, la 
position d'un point P {fig* 73) est déterminée 
par la longueur du segment OP [rajon vecteur) compris entre ce 
point et un pôle fixe O, et par l'angle que fait le segment OP 
avec un axe fixe OB. Le système des coordonnées polaires permet 
aussi d'obtenir tous les points du plan. 

96. Au lieu de connaître une abscisse et une ordonnée, c'est- 
à-dire les deux conditions qui déterminent un seul point, on peut ne 
connaître qu'une certaine relation constante existant entre deux 
séries de grandeurs linéaires variables, susceptibles d'être prises 
successivement comme coordonnées relativement à deux axes. 
Cette relation constitue une première condition qui pourra être 
satisfaite par une infinité de points, mais non par des points quel- 
conques pris au hasard dans le plan ; à chaque valeur de l'une des 
variables correspondent en effet des valeurs en nombre fini de 
l'autre variable. La suite continue des points dont les coordonnées 
satisfont à la relation ou équation donnée forme une ligne plane AB, 
qui est la représentation géométrique ou le lieu de cette équation. 

Réciproquement, si un point P est assujetti à parcourir d'un 
mouvement continu une ligne AB située dans le plan des axes OX, 
OY, les coordonnées de ce point varient quand il se déplace, et 
toute valeur arbitrairement attribuée à l'abscisse OM = x, ou à 
l'ordonnée MP = /, détermine une valeur correspondante de l'or- 
donnée ou de l'abscisse. Ainsi les deux coordonnées sont fonctions 
l'une de l'autre, et, si la ligne AB est géométriquement définie, on 
pourra déduire de sa définition même la relation qui existe entre 



j38 calcul graphique. — chapitre V. 

les deux coordonnées de Tun quelconque de ses points. Cette rela- 
tion constitue l'équation en x et en^ de la ligne AB. 

On peut donc se proposer de tracer une courbe qui soit Timage 
d'une relation donnée entre deux variables ou de trouver une 
équation qui soit Fexpression algébrique d'une courbe définie par 
une propriété géométrique. Le même raisonnement s'applique à 
tous les systèmes de coordonnées, et notamment au système 
polaire, dans lequel l'abscisse x et l'ordonnée j^ sont remplacées 
par le rayon vecteur p et par l'angle 6. 

On voit, par ce qui précède, qu'une courbe et son équation sont 
deux expressions différentes d'une seule et même loi. On comprend 
dès lors que les problèmes d'application puissent être résolus soit 
par des constructions graphiques, soit par des calculs. Il est géné- 
ralement facile de reconnaître, d'après la nature de la question, 
quel est celui des deux modes de solution qui doit être préféré. 

97. Nous avons supposé jusqu'ici que la relation entre les 
variables x el y est soumise à une loi mathématique déterminée. 
La même loi préside alors à la génération de la courbe corrélative, 
et cette courbe est dite géométrique. Mais on peut aussi tracer, en 
la rapportant à un système d'axes coordonnés, la courbe repré- 
sentative des relations qu'une suite d'observations a permis 
d'établir entre deux catégories de valeurs dont la dépendance mu- 
tuelle n'est exprimée par aucune loi préalablement connue. Les 
courbes de cette provenance sont souvent la traduction de Tables 
numériques à simple entrée, composées de deux colonnes dont les 
nombres se correspondent un à un. Ces courbes, appelées gra- 
phiques par quelques auteurs, n'existent en général que dans les 
limites où elles sont effectivement tracées et ne peuvent être pro- 
longées au delà que si des observations plus étendues fournissent 
de nouveaux résultats à enregistrer. 

98. Les courbes planes, géométriques ou graphiques, ont l'avan- 
tage de parler aux yeux et de faire saisir les lois de variation des 
fonctions mathématiques ou des relations empiriques beaucoup 
mieux qu'on ne le pourrait par la discussion des équations ou 
par l'examen laborieux des documents statistiques et des Tables 
numériques. Le tracé de plusieurs courbes, rapportées aux mêmes 
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axes, permet de comparer facilement les allures de plusieurs fonc- 
tions d'une même variable (*), de trouver immédiatement, par 
exemple, les valeurs de ces fonctions qui correspondent à ime 
même valeur de la variable commune ou les valeurs de la va- 
riable elle-même qui correspondent, soit aux plus grandes va- 
leurs, soit aux plus petites valeurs, soit aux valeurs égales de la 
fonction. 

Un autre avantage à retirer de la représentation graphique 
des fonctions consiste dans la possibilité de parvenir, soit par le 
procédé peu approximatif, mais. relativement simple, de la pesée, 
soit par la sommation des trapèzes, soit au moyen d'instruments 
planim étriqués, à la quadrature des courbes, sur laquelle repose 
la détermination d'un si grand nombre de résultats utiles. 

Quand une courbe est géométrique et qu'on en connaît la nature, 
il suffit, pour la. tracer tout entière, de calculer un petit nombre de 
ses ordonnées. On obtient ensuite graphiquement, avec une grande 
rapidité, les valeurs des ordonnées comprises entre les premières. 
L'interpolation graphique peut d'ailleurs être pratiquée, même 
quand on ne connaît pas la nature de la courbe à tracer, par le 
raccordement d'un certain nombre de ses points ( * ). Le problème 



(•) Belghand [Étude des lois qui régissent les crues des cours d'eau (^Annales de la 
Société météorologique, t. I, p. 4o; Annales des Ponts et C/iattssées, septembre et oc> 
tobre 1846, janTÎer et février i85a); — Notice sur le régime de la pluie dans le bassin 
de la Seine {Annales des Ponts et Chaussées^ f\* série, i865, 2* semestre)] a dégagé ou 
Térifié ainsi plusieurs lois relatives au régime comparatif des pluies et des cours d*eau 
en diverses saisons. Voir Mari£-Davt, Météorologie générale; les mouvements de Fat^ 
mosphère et les variations du temps, Paris, 1877, p. 824 ^t suiv. Elias Loomis {Journal 
de Physique, 1874, p. 101) et Balfour Stewart {La Nature^ '^77, p. 107, 1^0, i63. 
— Marbt, La méthode graphique, etc., Paris, 1878, p. 87) ont mis en relief et com- 
menté, par le rapprochement de trois courbes, la coïncidence des variations pério- 
diques de trois phénomènes qu'on aurait pu croire indépendants les uns des autres, 
savoir : les changements diurnes de la déclinaison magnétique, la fréquence des 
aurores boréales et l'intensité des taches du Soleil. Voir aussi la relation établie par 
G. Dawso?! entre les deux courbes qui représentent les variations annuelles des 
taches solaires et du niveau du lac Erié (la Nature, 1874). Dans les graphiques de 
la marche des trains sur un chemin de fer, dressés d'après la méthode d'IoBV, l'heure 
et le lieu de croisement de deux trains, ou de dépassement d'un train par un autre, 
sont donnés immédiatement par l'intersection des lignes qui représentent le mouve- 
ment des deux trains considérés. 

(') CocsiTfERT {Le calcul par le trait, \\\* Partie) a fait de cette question une étude 
très étendue. 



l4o CALCUL GEAPHIQUE. — CHAPITRE V. 

consiste alors à rapporter à une certaine fonction (*), et par suite 
à la courbe que cette fonction définit, la relation qui existe entre 
des variables dont un certain nombre de valeurs sont données par 
l'observation. 

99. Les représentations graphiques de résultats d'expériences 
conduisent aussi quelquefois à remplacer certaines formules em- 
piriques, usitées dans la pratique des ingénieurs, par d'autres for- 
mules également empiriques, mais dont l'expression figurée côtoie 
de plus près le diagramme des faits observés (*). Ces représenta- 



(*) La fonction ett ordinairement l'équation 'd'une confbe du genre parabolique, 
c'est-à-Klire de la forme 

Il suffit, pour déterminer les constantes de cette équation, de pouvoir emprunter 
à l'obserYBtion une suite de valeurs particulières des variables, dont le nombre soit 
au moins égal à Tindice du degré de l'équation augmenté d'une unité. Laplacb ( Traité 
de Mécanique céleste, t. I, liv. II, art. 29) a donné une méthode pour trouver ces 
constantes par la comparaison de deux séries. Michal (Notes à l'Académie des Sciences 
des II octobre 18^7 et i" août i653, et Mémoire inséré dans Xeih Annales des Ponts et 
Chaussées, 4* série, t. X, i865, sous ce titre : Méthode d'interpolation au moyen des 
courbes du genre parabolique) a substitué aux démonstrations de Laplaci d'autres dé- 
monstrations basées sur les procédés ordinaires de l'élimination. Il a donné des règles 
pratiques pour atténuer les causes d'erreur en déterminant d'une manière approchée 
le degré de la parabole d'interpolation qui doit être substituée de préférence à toute 
autre parabole d'un degré plus élevé ou d'un degré moindre. Michal a interpolé par 
des équations paraboliques les résultats de diverses expériences faites par Reg!iaqlt 
pour déterminer les principales lois physiques et les données numériques qui entrent 
dans le calcul des machines à vapeur. Il a déterminé par la même méthode les con> 
stantes de l'équation relative à l'écoulement de l'eau dans les conduites. Voir dans un 
Mémoire de Cauchy, lithographie à Prague en 1887 et réimprimé dans le Journal de 
LiovviLLB, une méthode d'interpolation que M. Yvo.^ Villarcbau a développée dans les 
Additions à la Connaissance des Temps pour 1862. 

(') Voir Tables hydrauliques et méthodes graphiques déduites de formules nouvelles 
pour les problèmes sur les eaux courantes, etc., parM.DsSAiïiT-VBNAirr (Paris, i8â3). Le 
Tableau graphique de la PL I, contient, tant pour les canaux découverts que pour 
les tuyaux de conduite, les courbes comparatives fournies par les formules de Pront, 
par celles d'EvTELWËiM, par des résultats d'expériences et par une nouvelle formule qui 
s'écarte moins que les autres du diagramme expérimental. Les Tableaux de la PI. II 
du même Mémoire servent à déterminer graphiquement : x^ les largeurs et profondeurs 
qui peuvent être données à un canal trapèze pour transporter une quantité d'eau 
donnée, sur une pente donnée; 2^ les remous produits dans un cours d'eau, en 
amont d'un barrage qui relève ses eaux d'une hauteur connue en un point déter^ 
miné. 
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dons peu vent y de la sorte , ouvrir la voie à la détermination de cer- 
taines lois ou corrélations encore inconnues. Tel est le but final 
qu^on se propose d'atteindre , et dont on s'approche plus ou moins, 
quand on traduit graphiquement les relevés statistiques établis 
d'après l'observation des faits économiques ( * ) ou des phénomènes 
naturels. 

Nous signalerons, parmi les diagrammes statistiques importants 
qui ont figuré à l'Exposition de 1878, ceux qui se rapportent au 
trafic annuel du canal de Suez, à l'histoire financière de la ville de 
Paris, au développement agricole et industriel et au mouvement 
de la population en Algérie, à la variation des prix et des salaires 
en Italie, au commerce de la Russie, de la Hongrie, de l'Ame* 
rique, etc. 

Il était naturel d'exprimer par des diagrammes de même sorte 
les variations de cours des valeurs publiques et des principales 
denrées. Cette application, indiquée par Frissard dès le commen- 
cement de ce siècle, tend aujourd'hui à se généraliser. On en 
trouve de nombreux exemples dans les publications périodiques 
faites par les Bourses de divers pays, par les journaux financiers 
et par certaines maisons de commerce. Ces représentations synthé- 
tiques permettent de saisir à première vue tous les mouvements du 
marché. Elles donnent des faits une idée beaucoup plus exacte et 
beaucoup plus complète qu'on ne pourrait se la procurer par un 
amas de chiffres disposés en Tableaux (^). 



(*) Nous rappeUerons à ce propos les beaux travaux de Qcetelet sur la Physique 
«ociale et sur V Anthropométrie (jinehropométrie, ou mesure des différentes facultés nie 
rhomme, 1871). Les premiers travaux de Qobtslet sur ce sujet remontent à i835. 
Voir aussi : Boccahdo, Delt applicazionedei metodi quantitativi aile scienze economichpj 
jtatistiche e soeialt, Torino, 1873, p. xxxiy. — J. Rcssbl SowaAT, Chronological, htS'- 
iorical and statistical diagram from the year 1600 to the présent time, 1860). — 
BowDiTCH, The growth of children, Boston, 1877, f^om the Eighth annual Report of 
the State Board of health of Massachusetts. — H. Th. Kuh.'IB, Graphisch-statistischer 
Atlas. — Atlas de Buchaus. — Ajiziani, Relazione al Ministro d^agricoltura, industria e 
commercio intorno ai lavori eseguiti nella ultima adunanza del Congresso di Statistica 
delf Aj'a. — ÉLTSis Reclus. Géographie universelle, avec de nombreux diagrammes 
représentatifs des conditions économiques et naturelles des diverses contrées. — 
Favaec, Saggio di eronografia dei maternât ici delT antichità, Padova. 1875; Sulla 
rappresentazione grafica dei prezzi délie dernUe. Padova, 1875, etc. 

(') On traduit assez souvent les faits de Statistique en coordonnées polaires. La 
Compagnie des chemins de fer de l'Ouest a publié, dans ce système, des diagrammes 
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100. Les sciences physiques mettent fréquemment à profit les 
avantages de la représentation graphique ; mais c'est surtout 
dans l'expression des phénomènes météorologiques que T usage des 
diagrammes tend à se généraliser. U Annuaire de V Observatoire 
de Montsouris pour l'an 1878 en contient notamment un grand 
nombre, qui permettent de saisir et de comparer les variations 
accusées par les instruments indicateurs de la pression atmosphé- 
rique, de la température, de la quantité de pluie tombée, de Téva- 
poration, de l'intensité lumineuse, de la direction des vents et de 
leur force, des quantités d'humidité, d'ozone, de microbes ou de 
divers gaz contenues dans l'atmosphère, de l'inclinaison et de la 
déclinaison magnétiques, etc. Dans ces diagrammes, le temps, 
exprimé en heures, en jours ou en mois, est généralement pris 
comme variable indépendante et porté en abscisses. Les quantités 
correspondantes, accusées par l'observation des phénomènes, sont 
aussi exprimées en grandeurs linéaires et portées en ordonnées. On 
réunit souvent dans un même Tableau, en les faisant dépendre de 
la même variable, les résultats fournis par divers ordres de phé- 
nomènes dont le rapprochement peut conduire à d'utiles déduc- 
tions. 



de 8CS recettes. Des rayons issus du pôle divisent le plan en cinquante-deux angles 
égaux correspondant aux cinquante-deux semaines de l'année. Les longueurs portées 
sur ces rayons à partir du pôle représentent les recettes hebdomadaires, à raison de 
o^jOoi pour aGOo'*". 

La Belgique a adopté le système polaire pour la statistique comparative de ses pro- 
vinces. Chaque province occupe un secteur, et des couleurs diverses permettent de 
distinguer, dans chaque secteur, les diagrammes représentatifs des différents 
faits. 

Il arrive quelquefois que, au lieu de porter sur des rayons équidistants des longueurs 
proportionnelles à la mesure des faits représentés, on opère la division proportion* 
nelle sur une circonférence décrite du pôle comme centre. L'importance relative des 
faits est alors eiprimée par l'ouverture relative des secteurs concentriques. Tel est le 
principe du diagramme dressé par la Chambre de commerce de Marseille pour mettre en 
évidence le tonnage comparatif des diverses puissances maritimes du monde. Voir, 
dans la Relazione ^eneraie stii centn monogra/ici dei singoîi servizi dipendenti dal 3fi~ 
nistero dei lavori pabblici, compitati in occasione delta Esposizione unit^ersale di Parigi 
deir anno 1878 (Roma, 1878), les diagrammes indiquant, pour chacune des provinces 
italiennes, les rapports de la viabilité à la superficie et à la population. Voir aussi 
G. Lebos, La méthode graphique et les instruments enregistreurs, etc., dans les Rapports 
sur r Exposition universelle de 1878. Paris, 1879, p. 348 
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\Afig. 74, par exemple, présente les diagrammes de la pluie, 
de la pression almosphériqiie, de la température et des degrés 
actinométriqucs, d'après les observations quotidiennes faites à 
Montsouris pendant le mois de septembre 1876. L'axe des ab- 




scisses est gradué de 1 a 3o et cbaq ic interligne de o'",002 
correspond à un jour 

La hauteur de pluie tombée chaque jour est rom| tée à partir de 
l'horizontale et à raison d un interligne par niiUimelre d'eau. 

Dans la courbe du baromètre, qui donne la hauteur à midi, 
chaque interligne correspond à i"" de mercure. L'horizontale 
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qui sert de limite à la partie hachurée correspond à la pression 
moyenne normale de ^55"". 

Les courbes de température sont au nombre de quatre. La 
première, en trait plein, correspond aux températures moyennes 
déduites, pour chaque jour du mois, de soixante années d'obser- 
vations faites à T Observatoire de Paris. La seconde, également en 
trait plein, est donnée par les températures moyennes diurnes de 
Tannée 1876-77. La partie hachurée fait ressortir les périodes 
pendant lesquelles la température moyenne a été inférieure à la 
normale. Les deux lignes pointillées figurent, Tune la marche des 
températures maxima, l'autre la marche des températures minima. 

La courbe inférieure marque les degrés actinométriques moyens 
de chaque jour, rapportés à la constante solaire 100. Chaque in- 
tervalle correspond alors à 5°. 

L'emploi des diagrammes à coordonnées polaires est indiqué 
quand il s'agit d'exprimer les variations d'un phénomène qui peut 
s'accomplir dans toutes les directions ou d'un autre phénomène 
ayant avec le premier une relation d'effet à cause. 

Les roses figuratives de la direction ou de l'intensité des vents 




sont des applications bien connues de ce mode de représentation. 
La Jîg. 75 exprime, dans le même système, d'après les observa- 
tions de Montsouris en 1877, la relation qui existe entre la direc- 
tion des vents et les quantités d'ozone ou d'ammoniaque contenues 
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dans l'air. La courbe pleine est déterminée par des rayons vecteurs 
proportionnels aux quantités d'ozone. La courbe pointillée se 
rapporte à l'ammoniaque. On vérifie immédiatement que les quan- 
tités d'ozone, très petites quand le vent souffle dans les directions 
comprises entre le nord-ouest et le sud-est en passant par le nord, 
deviennent abondantes sous l'influence des vents de l'ouest, du sud- 
ouest et du sud (*). 

4 

IL — Représentation graphique des fonctions à trois variables. 



Fig. 76. 



Z' 



/V 



101. La position d'un point M dans l'espace est déterminée par 
trois coordonnées. Ces coordonnées sont, dans le système rectiligne 
rectangulaire, les distances positives ou négatives OA, OB, OC 
{fie' 7^) ^'""^ point fixe O, pris pour origine, à trois plans rectan- 
gulaires passant par le point considéré. Un autre point quelconque 
de l'espace étant déterminé par la 
commune intersection de trois au- 
tres plans respectivement paral- 
lèles aux précédents, ses coor- 
données seront mesurées, à partir 
du point O, sur les mômes axes 
que les premières. 

On obtient les extrémités A, B, 
C des cooixlonnées d'un point M 
en projetant ce point sur chacun 
des trois axes fixes, au moven 
d'un plan parallèle à la direction 
des deux autres axes. 



X' 




102. On peut ne pas connaître les trois coordonnées qui déter- 



(*) Nous ne pouvons pas entrer ici dans le détail des innombrables applications 
qui ont été faites de la méthode graphique aux diverses sciences d'observation et 
principalement aux sciences médicales. On pourra consulter à ce sujet les Ouvrages 
suivants : Jaccood, Leçons de Chimie médicale, etc. Paris, 1867. — Uhle e WjkCNEii, 
TratttUo di Patologia générale, Venezia, i865. — Dohkn, Die geburtshulflichen Opéra* 
tionen in Kurhessen wàhrend der Jakre 1 85a -1806. Cassel, 1862. — Loeain, La méthode 
graphique appliquée à t étude clinique des maladies {Revue des Cours scientifiques, 

10 
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minent un point dans Tespace, mais avoir une certaine relation 

(l) f[^,Xy^)=0 

entre trois séries de grandeurs linéaires variables J:,j^, r, suscep- 
tibles d'être prises comme coordonnées relativement à trois axes 
que nous supposons rectangulaires. Par un point C, situé sur 
Taxe OZ, à une distance quelconque c de l'origine, menons un 
plan parallèle à XOY. Les points de ce plan qui satisfont à la rela- 
tion générale (i) sont liés entre eux par la relation plus particu- 
lière y(j:,j^, c)= o. Or, on sait (96) que cette relation entre les 
deux variables x el y représente une courbe située dans le plan 
considéré. Si l'on attribue à Z une nouvelle valeur très peu diffé- 
rente de c, on a dans un second plan, parallèle au précédent, une 
seconde courbe qui diffère très peu de la première. En général, si 
l'on fait varier Z d'une manière continue, on obtient une suite con- 
tinue de courbes dont l'ensemble forme une surface. Cette surface 
est la représentation géométrique ou le lieu de la relation donnée 
entre les trois variables. 

103. Réciproquement, si un point M est assujetti à se mouvoir 
sur une surface S, les coordonnées de ce point varient quand il se 
déplace, et à chacune de ses positions correspond une valeur 



Paris, 1870). — LoRAiM, La Médecine scientifique {Revue des Cours scientifiques, Paris, 
1870). — RuDORFF, Gruëdriss der C hernie fur den Unterricht an hiiheren Lekranstalten , 
zweite Auflagc. Berlin, 1870. — Mandeldluh, Tabellen zur Berecknung der Boden^ 
erschopfung und des Bodenkraft'Ersatzes.GraphischeinFarben ausgefuhrte Darstelhmg 
der Mineralbestandtheile und des Stickstojfs landwirthschaftlicher Culturpfianzen und 
versckiedener Dungemittel. Leipzi(]^, 1870. — Maret, Du mouvement dans les fondions 
de la Die. Paris, 1867. — Maret, La machine animale, locomotion terrestre et aérienne. 
Paris, 1873. — Marey, La méthode graphique dans les sciences expérimentales, et en 
particulier en Physiologie et en Médecine. Paris, 1878. — Lemoblb dc Teil, Locomotion 
quadrupède étudiée sur le cheval^ dans le Journal des Haras, 1877. — G. Lebox, 
Recherches anatomiques et mathématiques sur les lois de variation du volume du cer^ 
veau et sur leurs relations avec V intelligence * Paris. — Lb Bon, La méthode graphique 
et les instruments enregistreurs, etc. Paris, 1879. 

Pour les applications de la méthode graphique à rAstronomie, à la Navigation et 
à la Météorologie, Tolr Baille et Hatt, Notes sur la tlétermination des éclipses, dans 
les Comptes rendus de l'Académie des Sciences, Paris, juin 1878. — Yvosi Villarceau 
et AvED DE Magxac» Nouvelle navigation «utronomique. Paris, 1877. " Marié-Dayt, 
Météorologie générale, etc. Paris, 1877. 
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déterminée de l'ordonnée PM ou z. Mais la projection P de M 
sur le plan XOY se déplace d'une manière arbitraire dans ce plan. 
L'ordonnée PM := z d'un point quelconque M de S est, par consé- 
quent, une fonction des coordonnées x et j de P, considérées 
comme variables indépendantes. Si la surface S est géométrique- 
ment définie, on pourra déduire de sa définition même la relation 
qui existe entre les coordonnées de l'un quelconque de ses points. 
Cette relation constitue l'équation en x^j et z de S. 

On peut donc se proposer de construire une surface qui soit 
l'expression géométrique d'une relation donnée entre trois variables 
ou de trouver une équation entre trois variables qui soit l'expression 
algébrique d'une surface géométriquement définie. 

On peut d'ailleurs étendre ce qui vient d'être dit des fonctions 
mathématiques aux lois naturelles ou empiriques et aux relations 
que l'observation a permis d'établir entre trois catégories d'éléments 
variables. 

104. Toiite surface courbe, pour être réellement représentée 
avec des reliefs, exigerait les trois dimensions de Tespace qui cor- 
respondent aux trois variables dont elles figurent la relation. Mais 
^1 peut, au moyen d'une notation aussi simple qu'expressive, 
remplacer les constructions dans l'espace par des tracés entière- 
ment contenus dans un plan, qui est ordinairement le plan hori- 
zontal des xy. Imaginons, en effet, que l'on coupe la surface par 
une suite d'autres plans horizontaux équidistants et que l'on 
projette orthogonalement les courbes d'intersection ou lignes de 
nis^eau sur le plan des xj\ Les projections seront l'exacte repro- 
duction des courbes elles-mêmes. Le plan de projection ne con- 
servant que les grandeurs des coordonnées x eij^, et la troisième 
coordonnée z d'un point quelconque n'étant représentée que par la 
projection de ce point, on détermine la position de chaque courbe 
par un chiffre ou cote qui indique la valeur de z commune à 
tous les points de son plan. On possède ainsi, sur le plan coté^ 
tous les éléments nécessaires pour rétablir au besoin la surface 
courbe avec son relief. 

Ce procédé est analogue à celui qu'on emploie en Géodésie 
pour figurer au moyen de courbes d'égal niveau les reliefs du sol 
sur les plans topographiques cotés. 
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105. Supposons qu'il s'agisse de représenter graphiquement la 
loi mathématique à trois variables exprimée par Téquation 

(i) /(J^, V, -,) — o, 

dans laquelle x et y sont les variables indépendantes, c'est-à-dire 
les arguments de la table numérique à double entrée qui servirait 
à déterminer les valeurs de z. 

Attribuons à z les valeurs successives o, z^ 2^1, 3^1, ... et 
rapportons à un même système d'axes les courbes planes repré- 
sentées par les équations 

/(•a:, /, o)— o, /(a-, V, -i)— o, 
/(JT, 7, 25,).- o, /(Jr, y,3zi)—o, .... 

Ces courbes sont les projections orthogonales des sections 
horizontales équidistantes pratiquées dans la surface représentée 
par l'équation (i); on les affecte respectivement des cotes o, 2,, 

Si Téquation donnée est du premier degré en x et en y^ les 
lignes de niveau et leurs projections sont des droites. 
Si Téquation est de la forme 

z z— a.v -h bv -h c\ 

le plan qu'elle détermine est coupé suivant des lignes de niveau 
qui sont des droites parallèles. 

Si, dans la même équation, on fait a -= 6, les droites parallèles 
ont pour coefGcient angulaire Tunité et font des angles égaux avec 
les axes des j: et des^. 

Ces angles sont de 4 5 degrés lorsque les axes sont rectangu- 
laires. 

L'équation z=z -y ou, plus généralement, 

:r — rr 

est représentée par un faisceau de rayons cotés dont le centre a 
pour coordonnées a et 6. 

Lorsque l'équation à trois variables est du second degré, les 
courbes de niveau sont en général des coniques. 
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Soit, par exemple, à construire la suite des courbes de niveau 
constituant une table graphique propre à remplacer la table de 
Pjthagore; x ety étant deux facteurs quelconques, leur produit 
est fourni par Téquation 

dont l'expression géométrique est un paraboloïde hyperbolique. 
En donnant successivement à z différentes valeurs, on a les courbes 
horizontales de la surface. Ces courbes (G. 137, 259) sont des 
hyperboles équilatères homothétiques rapportées à leurs asym- 
ptotes. L'ensemble de leurs projections cotées constitue la table à 
double entrée de Pouchet, dont la fig. ^^ présente une réduc- 




7 s ^ tQ 



lion. Pour déterminer le produit de deux nombres, on chercne le 
point du plan qui a pour coordonnées les valeurs linéaires repré- 
sentatives de ces nombres. Ce point est sur une hyperbole dont la 
cote donne le produit cherché. 
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APPENDICE DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE Y. 



I. — Sorlaces topographiqnes. 

106. On nomme surfaces topographiques non seulement les surfaces de 
terrain considérées en Géodésie, mais encore, ])ar extension, les surfaces 
dont la loi de génération n'est pas définie et dont les lignes de niYcau, pro- 
jetées sur le plan horizontal des xj, ne se rencontrent pas. Ces surfaces n*ont 
qu*un point sur chaque verticale. 

On peut étendre aux surfaces topographiques, et spécialement aux sur- 
faces représentatives des Tables numériques à double entrée, les diverses 
constructions auxquelles donne lieu la méthode dite des projections cotées. 
On trouve ces constructions dans les Traités de Géométrie descriptive (^). 

Nous nous bornerons à rappeler celles qu'il im])orte le plus de connaître 
quand on se propose d'établir ou d'interpréter des Tables graphiques. 

107. Une droite est déterminée par sa projection sur le plan horizon tiil 
de comparaison et par les cotes de deux de ses points. 

Une droite est dite graduée lorsqu'on indique ceux de ses points qui 
correspondent à des ordonnées numériques exprimées par des nombres 
entiers. 

On nomme intervalle la projection du segment de droite compris entre 
deux points dont les cotes diffèrent d'une unité. 

On détermine, au moyen d'une simple proportion, la cote d'un point 
donné sur une droite ou la projection sur une droite d'un point dont la 
cote est donnée. « 



( * ) Voir notamment : Leroy, Traité de Géométrie descriptive, suivi de la méthode 
des plans cotés, 5* édit., Paris, iSSq, p. 325-336. — De la GocKifERiE, Traité de Géo^ 
métrie descriptive, a* édit.,I" Partie, Paris, 1878, liv. III, p. iio-iig, et III* Partie, 186.^, 
H?. X, p. 180-196. — Mak^cheim, Cours de Géométrie descriptive de F École Poljrtech" 
nique, comprenant les éléments de la Géométrie cinématique, Paris, 1880, p. x5-a3 et 
446-460. 
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On appeWe pente d'une droite la tangente trigonométiique de Tangleque 
cette droite fait avec le plan de comparaison. Le produit de la pente par 
l'intervalle est ëgal à Tunité. 

Les lignes de plus grande pente d'un plan sont perpendiculaires aux ho- 
rizontales de ce plan. La projection cotëe de Tune quelconque de ces lignes 
constitue V échelle de pente du plan et su£Bt à le déterminer. 

108. Tous les points d'une horizontale ayant même cote, on détermine 
la cote d'un point donné sur un plan en abaissant de la projection de ce 
point une perpendiculaire sur l'échelle de pente du plan. 

Trois points M, N, P étant donnés par leurs projections cotées, on con- 
struit l'échelle de pente de leur plan en joignant MN, déterminant le point 
Q de cette droite qui a même cote que P, et menant une droite perpendicu- 
laire à l'horizontale PQ. Cette horizontale et une autre quelconque, celle du 
point M par exemple» coupent l'échelle A en deux points dont on connaît 
les cotes. 

Deux droites sont dans un même plan lorsque le point d'intersection de 
leurs projections a même cote sur chacune d'elles. 

La droite commune à deux plans donnés est déterminée par les points 
d'intersection des horizontales menées par deux couples de points ayant 
même cote sur les échelles de pentes des deux plans. 

Pour déterminer le point d'intersection d'un plan donné par son échelle 



Fig. 78. 
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et d'une droite donnée par sa projection cotée, on fait passer par la droite 
un plan auxiliaire, et l'on détermine comme il vient d'être dit la droite ' 
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commune i ce p)aa et au plan donné. Cette dernière et U droite donn^ se 
coupent au point cherché. 

Quand une droite est perpendiculaire à un plan, »a projection est paral- 
lèle ù l'échelle de pente de ce plan. La droite et l'échelle de pente font avec 
le plan de comparaison des angles complémentaires. Le produit de leurs in- 
tervalles est donc ^al k l'unité. On se fonde sur ces propriétés pour mener 
d'un point donné une perpendiculaire à un plan. 

109. Soit à construire [fig. 78) l'intersection d'une suriace topogra- 
phique donnée par ses courbes de niveau et d'un plan donné par son échelle 
de pente. 

Les horizontales du plan qui ont mêmes cotes que les courbes données 
sont respectivement dans les plans de ces courbes et les rencontrent en des 
points de la ligne d'intersection cherchée. 

Lorsque le plan sécant mp est vertical {_fig. 79), on le Tait tourner autoor 
de l'une de ses horizonlales, celle qui est à la 
'■ '^' cote 5 par exemple, jusqu'à ce qu'il devienne 

lui-mérae horizontal. Le i>oint de rencontre 
de ce plan et de la courbe 1 o est à cinq unités 
au-dessus de la charnière; on obtient donc 
son l'abattement en mesurant à l'éclielle du 
dessin 5 unités à partir du point m sur la pei^ 
|)endiculaire élevée en ce point à ni/i. 

De même, le point de rencontre du plan 
^■/u sécant et de la courbe 9 esl rabaitu à 4 unités 

-pi4^ au-dessus du point n sur la per|>endiculaire 

„ .^y en ce dernierpoint il la droite mp. La courbe 

qui joint la suite des points rabattus de cette 
manière est la projection du rabattement, sur 
le plan de la courbe 5, de l'intersection du plan verlii'.al et de la surface 
topographique. 

Cette surface n'étant donnée qu'approximativement par ses courbes de 
niveau, les problèmes auxquels elle donne lieu ne comportent que des so- 
lutions approximatives. 

110. Il arrive souvent qu'aux deux coordonnées variables servant d'ar- 
guments corres|>ond un point compris entre deux courbes de niveau con- 
sécutives. La cote de ce point est alors fournie par une interpolation à vue 
ou par une construction. 

Soit à déterminer, par exemple, la cote d'un point r, projeté en r, entre 
les courbes 7 et 8. On construit, comme précédemment, le rabattement 
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de la section faite dans la surface par un plan vertical mp passant par r, 
et Ton ajoute à la cote 5 de l'horizontale du point r la longueur de l'or- 
donnée TTi, 

Il sufBt en général de joindre par une droite' les rabattements des points 
qui se projettent en 7 et 8. L'ordonnée rr^ est alors mesurée entre cette 
droite et le plan horizontal du point r. 

111. Soit à déterminer inversement, sur une droite mpy la position 
d^un point r^ de la surface, dont on connaît la cote. Les cotes de r^ et 
de mp étant respectivement 7", 4^ ^t 5"*, on mène parallèlement à mp 
et à la distance de a"*, 40 une droite qui rencontre en r, la projection du 
rabattement de la courbe suivant laquelle la surface est coupée par le plan 
vertical mp. 

En projetant le point r, sur mp^ on obtient le point r, qui est coté 7", 4^» 
Dans ce cas encore, on néglige le plus souvent la courbure de la section 
verticale entre les points projetés en 7 et en 8. 

On peut répéter la construction précédente pour un certain nombre de 
plans verticaux et déterminer le point coté 7*", 4^ ^^^ ^* projection de cha- 
cun de ces plans. La réunion par un trait continu de tous les points qui 
répondent à cette condition donne la courbe de niveau intercalaire co- 
tée 7«, 4o* 

112. On construit Tinterscction de deux surfaces topographiques 
données par leurs courbes de niveau en raccordant par un trait continu les 
points dMntersection des couples de courbes qui ont même cote. 

Pour construire l'intersection d'une surface topographique et d'une 
droite, on détermine Tintersection de la surface et d'un plan passant par la 
droite. La ligne ainsi obtenue et la droite donnée se coupent au point 
cherché. 

113. La pente d'une ligne en un point est la |)ente de sa tangente au 
même point. La ligne est d'égale pente quand toutes ses tangentes sont éga- 
lement inclinées à l'horizon. 

Soit à tracer, sur une surface topographique donnée par des courbes de 
niveau dont l'équidistance est prise |K>ur unité, une ligne pass<'mt par un 
point donné de l'une des courbes et dont la pente uniforme soit égale à m. 

.Du point donné A comme centre, avec un niyon égal à — 9 on décrit un 

arc de cercle qui coupe la courbe voisine en un point B. On transporte le 
centre en B, et, sans changer l'ouverture de compas, on décrit un nouvel 
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arc qui rencontre la courbe suivante en C. La solution est approximatiTe- 
nient fournie par la ligne qui joint la suite des points A, B, C, . • • . 

Le problème présente deux solutions, ou une seule, ou n'en comporte au- 
cune, selon que le cercle de rayon constant dont le centre est sur une courbe 
coupe la courbe suivante, la touche ou ne la rencontre pas. 

On résout par tâtonnement le problème qui consiste à tracer sur une sur- 
face topngraphique une ligne d*égale |)ente entre deux points donnés. 

11^. Toute ligne qui coupe à angle droit les courbes de niveau d*une 
surface est une ligne de plus grande pente de la surface. Il peut arriver 
qu'une infinité de ces trajectoires orthogonales passent par un point donné : 
tel est, par exemple, le cas du point où une surface de révolution est ren- 
contrée par son axe. Mais, en général, une seule ligne de plus grande pente 
liasse \Mr un point déterminé d'une surface, car on ne peut mener qu'une 
normale à une courbe en un de ses points. 

115. Le plan tangent en un point A d'une surface topographique est 
déterminé |)ar deux tangentes à la surface en ce point : la tangente / à la 
courbe de niveau du point A, et la tangente /' à la section faite dans la 
surface |>ar le plan vertical perpendiculaire à r en A. La droite r' est une 
ligne de plus grande pente du plan tangent. 

La surface est à courbures opposées quand elle est coupée par le plan tan- 
gent en un de ses points. La surface présente un col lorsque le plan tangent 
qui la coupe est horizontal. 



IL — Applications des surfaces topographiques à la représentation 

des phénomènes natnrels (*). 

116. M. Léon Lalanne est Tauteur d'une première application devenue 
classique. 



(') C'est encore à Descartbs qu'il faut rapporter l'interprctation géométrique des 
fonctions à trois Tariables. Mais la première application des courbes de nweau parait 
remonter à une époque plus ancienne. Rassaxtix en faisait usage au xvi* siècle 
pour ses études sur le mouvement des astres {Astronomique discours de Jacques Bas^ 
sa/itÎN, Écossais. Lion, chez Jan de Tovr!ies, i5j7). Les Hollandais du siècle suivant 
indiquaient, sur leurs Cartes de dessèchement, les pentes du terrain par des lignes 
d'égal niveau (le P. Jbax François, L'art du fontainier, a* édit., i6l)3, p. aS). Pmuppc 
BcACBE a généralisé par la suite l'idée féconde de représenter les reliefs du globe au 
moyen des projections cotées des lignes de niveau. Buacbb a exposé sa méthode dans 
V Essai de Géographie physique {^Mémoire de T Académie des Sciences pour i73a). Une 
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A la suite d'observations nombreuses» dont les résultats étaient complétés 
par des interpolations, le météorologiste Ksemtz avait dressé une Table nu- 
mérique à double entrée, dont la première colonne verticale portait les 
chiffres correspondants aux vingt-quatre heures d'une journée et dont les 



Carte, jointe au Mémoire, sur laquelle sont tracées les lignes d'égale profondeur de la 
mer de lo en xo brasses, avait même été présentée à l'Académie dés 1737. 

L'idée de Boacub a été, en 1780, reprise, étendue et simplifiée, quant à la notation, 
par DcGARLA, professeur français établi à Genève (Sixième cahier de Dùcarla el Mé- 
moire intitulé Expression des nivellements ou méthode nouvelle pour marquer sur les 
Cartes terrestres et marines les hauteurs et les conjiffurations du terrain, Paris, 178a, 
p. 81). Mais cette méthode a été tout d'abord si peu répandue qu'en 1804 Dupain- 
Taiix l'a représentée comme une invention nouvelle {Méthode nouvelle de nivellement 
présentant des moyens exacts et pratiques d'exprimer ensemble sur les Plans et les Cartes 
les dimensions horizontales et verticales des objets, avec une Carte comme spécimen, 
an Xll). 

L'application des plans cotés à la traduction graphique des Tables numériques à 
double entrée n'a été proposée qu'en 1796 par Podcdet. Encore convient-il de remar- 
quer que Pouchet faisait usage des lignes d'égal élément sans voir dans ces lignes les 
projections sur un plan des sections faites dans une surface par d'autres plans parai- 
lélcsau premier (voir Première Partie, Géométrie de position ^ Préface, p. xx). 

D'0bE5IIBIM {Balistique, Strasbourg, 18 1.^; Mémoire contenant la théorie, la des~ 
cription et l'usage de la planchette du canonnier, Strasbourg, 1 818) a donné des échelles 
pour la résolution des problèmes de Balistique et fait implicitement usage des courbes 
d'égale cote, sans toutefois les considérer comme résultant de coupes faites dans une 
surface. 

En 1835, PioBBRT a fait usage des surfaces topographiques pour traduire graphique- 
ment des résultats d'expériences. Il a été conduit à cette application par la vériflca- 
tion des Tables de tir à ricochet que le colonel Liaotey venait de calculer (Mémorial 
de r Artillerie, t. I, i8a6}. 

C'est dans le troisième Volume du même Recueil (i83o) que Terquem, à propos 
d'une construction graphique des Tables de Lombard proposée par BELLENCoaTBB, a 
dogmatiquement établi la relation qui existe entre une Table numérique à double 
entrée et la représentation d'une surface par des courbes d'égale cote. Le môme 
Volume contient un beau Mémoire de Tebquem sur les planchettes ou Tables à double 
entrée de d'Obenheix. 

Dans w>n Explication d'un nouveau système de tari/s, ou nouvelle méthode pour trouver 
en mesures métriques, sans aucun calcul, les poids des métaux, le cube des boist etc. 
(Paris, i8/|o), Allix a donné des Tableaux graphiques âdouble entrée, représentant les 
eourbes de niveau déterminées par les équations de la forme x^y = const. Il ne s'est 
point préoccupé de rattacher ces hyperboles du troisième ordre aux surfaces dont 
elles sont les projections. 

En 1842 {Collection de Tables pour abréger les calculs relatifs à la rédaction des 
projets de routes et de chemins de toute largeur, formant l'Appendice n** ^ avl t. I, 
4* édit., du Cours de construction de feu M. J. Scinzin), M. Lalamke a montré que la 
surface d'un demi-profil de terrassement, en fonction de la cote sur l'axe et de la 
déclivité du terrain, est donnée par l'équation d'un hyperboloîde dont les sections 
horizontales paraboliques, projetées sur un plan également horizontal et cotées, 
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douze autres colonnes se rapportaient aux douze mois de l'année. Chacun 
des nombres inscrits dans cette Table correspondait ainsi à deux arguments 
et donnait pour la ville de Halle, lieu des observations, la moyenne des 
températures relevées à la même heure tous les jours d'un même mois. 



forment un Tableau graphique propre h remplacer les Tables numériques dressées 
pour calculer les mêmes surfaces de profils. Le même savant, généralisant le principe 
de cette méthode, en a proposé l'application à diverses lois naturelles, notamment 
à l'expression des variations mensuelle et horaire de la température, et à la statistique 
figurée do la population, dans une région déterminée, au moyen des courbes d'égale 
population spécifique [Mémoire sur la représentation graphique des Tableaux météo~ 
rologiques et des lois naturelles en général, présenté à l'Académie des Sciences le 
aQ mai i843 et servant d'Appendice à la traduction française du Cours complet de Mé^ 
téorologie de L.-F. Kaemtz. Paris, i8i3 et i858. — Rapport de MM. Elibde BBAOïOiiT, 
LAMi et Caccht, ii septembre \%\Z, dans \e% Comptes rendus des séances de V Aca^^ 
demie des Sciences, t. XVII, p. 49^» — Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences, t. XX, iS^b, p. 438). 

FÈvaEa donné en i844( Traité du mouvement de translation des locomotives. Pi. X) 
un plan, topographîque qui fait connaître la vitesse d'une locomotive, étant donnés 
le poids du convoi et rinclinaison de la rampe sur laquelle on le remorque. 

DiDiO!! (XXVll* Cahier du Journal de t Ecole Polytechnique) a appliqué la notation 
de BcACHE à la représentation graphique des résultats comparatifs d'expériences 
faites sur la justesse du tir k balles plates et à balles longues. 

On peut encoro citer, parmi les applications relativement anciennes se rattachant 
plus ou moins directement au mode de représentation qui nous occupe : les lignes 
d'égale déclinaison de l'aiguille aimantée, construites par Hallet sur une Mappe- 
monde, au commencement du xvii* siècle; le tracé du méridien magnétique parEcLEa; 
la figuration des lignes isothermes, par de Humboldt (i8i3); les lignes d'égale décli- 
naison, d'égale inclinaison et d'égale intensité magnétique, par DorERKET*, les lignes 
d'égale intensité lumineuse, par Maso?i ( i8)3); le dromographe planétaire de Lévt et 
Lewahdowski (i84g). 

Parmi les applications récentes des surfaces topographiques, sans déformation des 
lignes, nous indiquerons : les courbes figuratives des variations de la température, de 
la pression atmosphérique, de l'humidité, de la vitesse du vent, exposées an Congrès 
géographique de Paris, en 1875, par l'Observatoire de l'Infant D. Luiz, de Lisbonne; 
les diagrammes des variations horaires de la pression atmosphérique, de la tempéra- 
ture, du degré hygrométrique, de la déclinaison, publiés par V Annuaire de tOlnerva^ 
toire de Montsouris pour Van 1878 ( p. 373, 384, 4^7 et 428); les abaques rectilignes 
de Plassiard pour exprimer les relations qui existent entre le son rendu par une 
corde vibrante, le poids de l'unité de longueur de cette corde et la tension à laquelle 
on la soumet {Congrès de Lille, p. 19a et PL II); les abaques du commandant 
Guillemot et des capitaines Ricocr et Delambre pour mesurer les effets des fourneaux 
de mines {Mémorial de VOfficier du Génie, n« 21, Paris, 1873); les Tables graphiques 
annexées aux Tables numériques de Pereire pour lé calcul des intérêts composés, 
annuités, rentes viagères, etc. (Paris, 1873); les abaques de M. Thoyot pour la dé- 
termination du nombre minimum de freins qu'il convient d'appliquer à un train, étant 
donnés le nombre des wagons et la vitesse {Annales des Ponts et Chaussées, 2* sem. 
1874, p. 4^0); la Carte des courbes d^* égale population spécifique de Paris, dressée par 
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La _fig. 80 est la traduction graphique des résultats fournis par la Table 
Dumcrique de Kaeinlx. On a adopte des grandeurs arbîtniires pour repré- 
senter les mois, les heures et les degrés de température. Les mois et les 




heures, pris comme variables iDdéjieDdnntcs, sont respectivement portés sui 
les aves rectingulaires des x et dos y ; les degrés sont portés sur l'axe des s. 



M. VitciBitft «D 187I, luiianl Is lyMèniB •oiiinis pir M. LiLlHSE a l'Académie de.» 
Science! en iSJJ {Comptes rfiid-a do séancei de rAcademie des Sciriicei, l. LXXVI1I, 
p. l(i4); 1^ diagramme des marées au part da Breat, donné par M. Fti>oii, d'aprOt 
1(9 courbei inscrites par le rnaré|;rapbe de CniitLLOn ( Annales des Ponts et Chaussées, 
1869, a< cem., p. 170); l'épure représenta tire du mouvement des mirées au Haire 
pendant le mois de leplembre 1877, dresiée par M. QniiEniDE Ricuiao^T; cnlin diiers 
abaques dresses par le comuiandant Cdërt, pour réioiidre graphiquement les prin- 
cipaks formules de la résistance des matérjaai ( Praiiijut de la rétistance des maté- 
riaux dont tel couitruetioni. Paria, 1877), 
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|)erpen(iicu1aire au plan des xy^ qui est le plan de comparaison. Chacune 
des tranches horizontales de la Table numérique donne pour une même 
heure les températures moyennes des diffërents mois. Elle constitue donc 
une Table à simple entrée qu^on traduit par une courbe plane, rapportée aux 
axes Ax et Az. 

Cette courbe est une section plane pratiquée perpendiculairement à l'axe 
des heures dans la surface topographique qui doit remplacer la Table nu- 
mérique de Kaemtz. 

La partie supérieure de la figure représente huit des vingt-quatre courbes 
qu'on détermine en opérant de la même manière pour chacune des heures. 
Ces courbes horaires ont pour projection sur le plan des xy vingt-quatre 
droites horaires équidistantes, parallèles à l'axe des x. Une droite horizontale 
dont le z exprime, à l'échelle adoptée, un nombre déterminé de degrés du 
thermomètre, rencontre les courbes horaires en des points dont les projec- 
tions sur les droites horaires correspondantes appartiennent à la ligne 
à* égale températwe qui doit avoir pour cote la valeur de z considérée. Les 
intersections des courbes horaires par une suite d'horizontales, dont le z varie 
de degré en degré, déterminent des lignes d^égale température, ou lignes de 
niveau de la surface, dont les cotes varient de la même manière. On trace 
assez exactement chacune de ces lignes en reliant par un trait continu les 
points des droites horaires qui lui appartiennent. Le tracé ne devient incer- 
tain que dans le voisinage des points où les tangentes aux lignes de niveau 
sont parallèles à l'axe des mois. Ces points s'écartant peu de Tordonnée du 
mois de juillet, on fait disparaître toute incertitude en déterminant, au moyen 
de la colonne numérique de juillet, la section plane, perpendiculaire à l'axe 
des mois, qui se projette suivant la même ordonnée. On opère ensuite sur 
le profil de cette section, qui est une courbe de variation diurne, comme on 
a précédemment opéré sur les courbes horaires. 

Les ondulations de la surface figurées par les lignes de niveau donnent 
l'image fidèle de la variation des températures moyennes aux différentes 
heures du jour et aux différentes périodes mensuelles de l'année. Les varia- 
tions observées suivant une trajectoire orthogonale donnée sont d'autant 
plus grandes qu'on mesure, sur la même trajectoire, des intervalles plus 
petits entre les lignes de niveau consécutives. 

I^ point culminant de la surface, autour duquel se ferment des courbes à 
cotes croissantes, est aux environs du mois de juillet et de S** après-midi; 
c'est un maximum absolu. Entre i*" et 2^ de l'après-midi, en janvier, est 
un co/ qui indique un minimum pour les mois et un maximum pour les 
heures. Un nouveau col est entre juillet et août, vers 3" du matin. 

Si l'on unit par un trait continu la suite des points de contact des courbes 
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de niveau avec leurs taii(;eQtes perpendiculaires i l'axe des mois, on obtient 
les lignes des i>oints les plus hauts et des points les plus bas des sections 
.perpendiculaires au même axe. Ces lignes, figurées en polniillé, indiquent, 
suivant la saison, les heures du maximum ou du minimum diurne. Les 
points de contact des tangentes perpendiculaires à l'axe des heures déler- 
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minent pareillement tes lignes qui marquent les époques du 
1 pour chaque heure. 



117. L'annuaire de Montsouris pour 1878 contient une application plus 
récente des mêmes principes â la représentation des variations horaires tin 
baromètre. 

(^ calcule, d'après les observations, la pression moyenne totale pour 



tCo CALCUL GRAPHIQDK. — APPE?(DICB DC TBADUCTBUB AU CUAPITBB V. 

chacun des mois de l'année et In moyenne des pressions à chaque heure du 
jour pour tous les jours de chaque mois, Les différences positives ou na- 
tives entre les vingt-quatre moyennes lioraires d'un mois et la pression 
moyenne du même mois constituent des écarts moyens qu'on porte eu or- 
données d'une courbe dont les heures sont les abscisses. 

La fig. 8i représente les douie courbes distinctes qui correspondent auii 
douze mois. Les nombres inscrits sur les douze liorizontales prises pour 
axes des abscisses indiquent les pressions moyennes des mois correspon- 
dants. 

Les douze courbes de la fig. 8 1 |ieuvent être considérées cunrae des pro- 
fils en tni»ers équidistants, relevés sur une surface topographique. En o|m' - 
rant comme dans le cas qui précède, on reconstitue, au moyen de ces pro- 
fib, la suiTace elle-même dans les conditions représentées par la fig. 8a. 




Chacune des courbes de niveau de ce diagramme raccorde la suite des point» 
déterminés juir les heures des divers mois auxquelles correspond un 
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même écart moyen. Les courbes sont en traits pleins ou |)ointiIIés, selon que 
les écarts horaires moyens sont positifs ou négatifs. 

La courbe MN est une ligne de faîte déterminée par les écarts maxima qui 
se produisent aux environs de 9^ du matin . La courbe mn est un thalweg 
déterminé par la suite des écarts minima qui se produisent entre 3*^ et 5** du 
soir. Deux autres lignes pointillées hh et h^h' passent par les heures du 
lever et du coucher du Soleil. 

Les quatre lignes ainsi tracées forment une figure à peu près symétrique 
et montrent bien que l'oscillation barométrique diurne est liée à la marche 
du Soleil. 

III. — Diagrammes à colonnes et cartogrammes. 

118. Il convient de signaler encore, à raison de l'emploi fréquent que 
certains auteurs en ont fait, deux modes particuliers de figuration plane, 
connus sous les noms de diagrammes h colonnes et de diagrammes cartes. 

Les premiers se composent en général de rectangles juxtaposés, ayant 
pour bases des segments consécutifs, égaux ou inégaux, de Taxe des abscisses, 
et pour hauteurs des quantités proportionnelles à la mesure des faits qu'on 
veut comparer. Pour exprimer, par exemple, Timportance du commerce 
maritime de divers pays, on attribue à chacun d'eux un rectangle de base 
constante et de hauteur proportionnelle à son tonnage. On peut même di- 
viser chaque colonne en rectangles superposés, donnant chacun des résul- 
tits partiels aussi intéressants à comparer que les ensembles. Dans le cas 
considéré, les rectingles des tonnages totalisés pourront être décomposés 
en deux autres, respectivement proportionnels au tonnage des navires 
à vapeur et au tonnage des navires à voiles. 

Les rectangles totaux juxtaposés ont quelquefois même base et même hau- 
teur. Chacun d'eux exprime alors 100 parties, par exemple, d'une même 
chose dont les éléments constitutifs, contenus en proportions différentes dans 
les divers cas à comparer, sont représentés par les rectangles partiels que 
ces proportions déterminent. On trouve dans l'Ouvrage si remarquable de 
M. Elisée Reclus (*) beaucoup de diagrammes de cette sorte, dont un, no- 
tamment (•), exprime le tant pour cent de terres labourées, de prairies, de 
forêts, de terres incultes et d'eaux en Suède, en Norvège et en Danemark. 
Si l'on avait remplacé les bases égales par des bases proportionnelles aux 
superficies territoriales de ces trois pays, le diagramme aurait fourni non 



(•) Noweîle Géographie universelle, La Terre et les hommes, Paris, 1 876-1 881. 

(•)T. V, p. ao4. 

Il 
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seulement les pourcentages , mais encore les valeurs absolues des éléments 
partiels de chaque pays. 

On construit de la même manière les diagrammes figuratifs des prix de 
revient par kilomètre de diverses lignes ferrées ( ^ ]. Le rectangle total relatif 
à chaque ligne est alors formé de rectangles superposés, dont les hauteurs sont 
respectivement proportionnelles aux dépenses kilométriques pour acquisi- 
tion des terrains, terrassements, ouvrages d'art, voies, matériel roulant, 
frais généraux , etc. Il en résulte que les colonnes totales ont en général des 
hauteurs différentes. Si, d'autre part, on donne à ces colonnes des largeurs 
proportionnelles aux nombres de kilomètres des lignes correspondantes, le 
Tableau fournira, en même temps que les valeurs comparatives des élé- 
ments de dépense réduits au kilomètre, les valeurs absolues de ces éléments 
pour l'ensemble de chaque ligne. 

Dans les Tableaux à colonnes dressés ]>ar Minard pour Fétude compara- 
tive du trafic de divers tronçons d'une même ligne ferrée, chaque tronçon 
est doté d'une base proportionnelle à sa longueur. Le rectangle élevé sur 
cette base pour représenter le trafic total d'un tronçon est divisé en deux 
rectangles partiels par une horizontale. Le rectangle supérieur représente le 
trafic local entre les deux stations extrêmes du tronçon ; le rectangle infé- 
rieur représente le trafic de transit commun à tous les tronçons de la ligne 
entière. Ce dernier rectangle a même hauteur sur tout le développement du 
Tableau, et les rectangles supérieurs varient seuls à raison de l'importance 
commerciale des stations qui les limitent. Le rectangle total de chaque tron- 
çon est quelquefois décomposé en plusieurs rectangles dont les hauteurs 
sont proportionnelles aux subdivisions du trafic, d'après les diverses espèces 
de marchandises. Ce mode de représentation a été appliqué aux canaux par 
Comoy («) (1845). 

119. Les diagrammes-cartes ou cartogrammes sont des cartes ordinaires 
sur lesquelles on exprime par des teintes ou par d'autres marques conven- 
tionnelles, par des bandes proportionnelles, par des suites de petits dia- 
grammes locaux ou par des courbes d'égal élément, le lieu géographique et 
l'importance relative de certains faits. 

( * ) Voir R CELLE, Note relative aux chemins de fer à bon marché et d'intérêt local, 
dans les Annales des Ponts et Chaussées ^ 1868, 2* ftetnestre, p. 66, et PL CLXIX. 

(') Parmi les diagrammes à colonnes qui ont figuré à l'Exposition de 1878, nous 
mentionnerons, dans la Section hongroise, les Tableaux analytiques du trafic dm che- 
mins de fer, de Ja production des forêts, des mines, des usines, etc., et beaucoup 
d'autres représentations de faits techniques ou économiques. 

Le D* Bertillom a fait un usage fréquent des Tableaux en colonnes, ainsi qu'on a pu 
en juger par son exposition spéciale de démographie. 
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La disposition la plus simple et la plus usitée jusqu'ici est celle des 
cartogrammcs à teintes ou à hachures dégradées. Pour traduire en cette 
forme des résultats statistiques relatifs à la distribution des populations, 
au degré d'instruction, à la criminalité, à la mortalité, à la longévité, 
au paupérisme, à la production en blé, en vins, etc., c'est-à-dire à Tinten- 
site variable d'un phénomène physique ou social dans les diverses régions 
d'un même pays, on recouvre, sur la Carte, la superficie occupée par 
chaque circonscription géographique ou par chacune des divisions qu'on 
juge à propos d'établir, d'une teinte d'autant plus foncée qu'il s'agit de re- 
présenter des résultats numériques plus importants. Chaque teinte porte, sur 
la Carte elle-même ou sur une légende séparée, les indications chiffrées 
propres à déterminer sa valeur relative dans l'échelle de coloration des di- 
verses régions. On peut éviter cette graduation numérique et donner aux 
diagrammes un caractère plus purement graphique en couvrant les surfaces 
partielles d'un réseau quadrillé à mailles d'autant plus serrées que le phé- 
nomène décrit présente une intensité plus grande. La valeur de l'interligne 
donne alors, à une échelle convenue, l'indication qui était précédemment 
fournie par un chiffre. 

Ce mode de figuration ne doit pas être étendu à des faits qui se présenten t 
avec des degrés d'intensité très variés. On ne ])eut, en effet, sous peine 
d'arriver à la confusion, multiplier au delà d'une mesure restreinte les teintes 
ou les hachures sur un même Tableau. Aussi doit-on, après avoir établi 
les moyennes du fuit considéré pour chacune des divisions territoriales, 
classer ces moyennes en un petit nombre de groupes et consacrer une 
même teinte ou un même module de quadrillé aux diverses moyennes 
comprises dans l'amplitude relativement restreinte d'un même groupe (^]. 



(*) On trouve de nombreux spécimens de ces Cartes dans la Géographie universelle 
de E. Reclus. A'oir aussi '.Bkrtillo!!, Démographie figurée de la France ^ scct. B, 3* sér. 
— BaocA, Recherches sur l'ethnologie de la France, dans les 3ïém, de la Société d'j^nthro" 
pologie, i86o-i863. — Lagxeau, Répartition géographique de certaines infirmités en 
France. — BocBtn, Traité de géographie et de statistique médicales, t. II, p. 43i, 55i, 
589. — Magitot, Bulletin de la Société d'Anthropologie, a* série, t. II, p. 71. — Sistach, 
Gazette médicale de Paris ^ i863, p. 725. — Bergero?!, Répartition des teignes, etc. 
Paris, i865. — Lctiier, Production et consommation des boissons alcooliques en 
France. Paris, 1877. — Gcibert, Ethnologie armoricaine, dans les 3fémoires du Con-- 
grès celtique international. — Gocnot, Étude statistique sur la métallurgie du fer en 
France, dans la Revue scientifique de la France et de V Étranger, l. XXVIII, octobre 
1881. Parmi les cartogrammes de cette première espèce qui figuraient à l'Exposition 
de 1878, nous citerons ceux : du D' Lunier, sur la production et la consommation des 
boissons alcooliques en France; de M. Heczé, sur la statistique agricole; de 
M. Vesselowski, sur la libération du territoire entre les mains des serfs russes éman- 
cipés; de M. Neuhan^i Spallart, sur la statistique industrielle et agricole de l'Autriche. 
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120. Belpaîre (') et Minard (*) ont imaginé une autre disposition qui est 
surtout propre* à représenter les variations de trafic sur les voies de commu- 
nication d*iin pays et sur les diverses sections de ces voies. Cette disposition 
consiste à figurer sur la Carte, au-dessus du tracé de chaque voie ( route, 
chemin de fer, canal ou rivière j, une bande colorée dont la largeur en chaque 
|K>int est proportionnelle soit au tonnage des marchandises, soit au nombre 
des voyageurs, soit à la valeur aident des transports effectués. C*est, en 
somme, le diagramme à colonnes géographiquement distribué. La Section 
russe, à TExposition de 1878, présentait un grand nombre de cartogrammes 
à bandes^ dressés d'après ce principe. U Album de Statistique graphique 
publié en 1879 par le Ministère des Travaux publics (') en contient quatre 
qui se rapportent respectivement au tonnage des nvières, canaux et ports 
de la France en 1877, au tonnage des routes nationales en 1876, au tonnage 
et \k la recette des chemins de fer français en 1877. 

Le même Ministère a publié, en 1880, un second Album qui contient 
douze cartogrammes à bandes. Ceux des planches V et Vl figurent les ton- 
nages des chemins de fer, des rivières, des canaux et des |iorts en 1878. 
Les bandes proportionnelles passées en couleurs sur le parcours de ces 
diverses voies représentent, à la même échelle sur les deux cartes, les cou- 
rants de circulation. Elles permettent, non seulement de mesurer les ser- 
vices rendus par les voies exploitées, mais encore de préjuger les services 
qn*on doit attendre des voies à ouvrir. Les planches IX et X représentent, 
d*(iprès le même principe. Tune les recettes brutes, l'autre les bénéfices 
nets des chemins de fer français en 1878. Ces résultats, ramenés au kilo- 
mètre, sont figurés à la même échelle ; en sorte que la différence de largeur 
des bandes qui se correspondent géographiquement dans les deux cartes 
est proportionnelle aux frais d'exploitation. Les planches III et IV figurent 



(•) Notice sur les Cartes du mouvement du transport en Belgique, Bruxelles, iS^i. 

(*) Sur la circulation des chemins de fer et des canaux de la Belgique, 1847. — Des 
Tableaux graphiques et des Cartes figuratives, 1861. Voir aussi Bonis, Renseignements 
comparatifs sur la fréquentation et les dépenses d'entretien des routes et chemins vici- 
naux du département du Jura, dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1869, i*' se- 
mestre, p. 4^5, et PI. CLXLI. 

(') Paris, Imprimerie nationale. 1879. Cet Album contient, outre les fiQfurations 
cartographiques dont nous Tenons de parler, six Tableaux en coordonnées rectangu- 
laires, représentant l'histoire financière des six grandes Compagnies françaises de che- 
mins de fer depuis l'origine de ces Compagnies jusqu'à la fin de 187H. Trois courbes 
principales indiquent, dans chaque Tableau, la Tariation des cours les plus hauts, 
des cours les plus bas et des revenus. Seize autres diagrammes traduisent les mou- 
Tements d'importation et d'exportation des ports de commerce français depuis 1868 
jusqu'en 187K. Un dernier Tableau résume le mouTementdu commerce français depuis 
1838 jusqu'en 1878. 
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les frais de premier établissement des chemins de fer et des voies navi- 
gables, avec distinction, pour les chemins de fer, des subventions de TÉtat 
et des dépenses laissées à la charge des Compagnies. La planche II se rap- 
porte aux conditions techniques d'établissement des voies ferrées. Elle pré- 
sente, pour chaque ligne ou section de ligne, deux bandes juxtaposées, 
l'une directement proportionnelle au rayon minimum des courbes, l'autre 
inversement proportionnelle à la déclivité maxima du profil. La largeur 
totale des deux bandes étant dès lors d'autant plus grande que les lignes 
sont mieux tracées, elle peut, en quelque sorte, servir de mesure à la qua- 
lité technique de ces lignes ; elle peut même fournir des indications utiles 
pour rétude du tracé d*une nouvelle ligne à insérer dans un réseau de lignes 
exploitées. Quand on rapproche les trois diagrammes du tonnage, des 
recettes et des frais de premier établissement, on remarque, entre leurs 
bandes proportionnelles respectives, des conditions de similitude qui 
rendent presque superposables les traductions graphiques des trois lois 
étudiées séparément. On est ainsi amené à reconnaître que les lignes les 
plus fréquentées et les plus productives sont en même temps les plus coû- 
teuses et les mieux établies. La planche XIV figure les conditions de navi- 
gabilité des diverses catégories des voies navigables. Les planches XI, XII 
et XIII complètent la série des cartogrammes à bandes figuratives ('). Elles 
expriment Tiroportance de la circulation dans Paris, en 1878, d'après les 
recettes kilométriques des omnibus, des tramways, du chemin de fer de 
ceinture et des bateaux à vapeur. 

121. On désigne sous le nom de cartogrammes à foyers diagraphiques 
une troisième catégorie de diagrammes- cartes, dans laquelle le centre de 
chacune des divisions géographiques considérées est pris comme foyer d'un 
petit diagramme spécial. Ce diagramme figure, d'après certaines conven- 
tions, la valeur moyenne d'un ou plusieurs phénomènes observés dans la 
région correspondante; l'ensemble des diagrammes locaux, établis suivant 
une règle uniforme, représente, d'une façon très expressive et très analy- 
tique à la fois, les lois générales de variation des mêmes phénomènes dans 
la totalité du pays. 

Les cartogrammes diagraphiques sont dits à cercles proportionnels lors- 
qu'on se borne à figurer, sur chaque foyer régional, un cercle dont la 



(*) MiNARD a dressé un cartogramme à bandes proportionnelles représentant les 
pertes essuyées par l'armée française pendant la campagne de Russie (1813). Le large 
ruban qui marque Teffectif au départ se trouve réduit, au retour, à une bande très mince. 
Il était déjà réduit à moins d'un quart de sa largeur primitive au moment où la retraite 
a commencé. 



} 



l66 CALCUL GRAPHIQUE. — APPENDICE DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE V. 

surface est proportionnelle à la valeur moyenne d*un fait observé. V Album 
de Statistique grap/tique de 1880, cité plus haut, contient (PL VIII} un 
diagramme à cercles proportionnels figurant les recettes des stations des 
chemins de fer français en 1878. Une teinte spéciale est affectée à chaque 
réseau. Quand une station n'appartient qu'à un seul réseau, les recettes 
annuelles sont exprimées par la surface d'un cercle qui a son centre à la 
position géographique de la station considérée. La recette de Sooooo^' est 
représentée par un cercle de 2*^"* de rayon. La surface d'un cercle de 
rayon r, figurant une recette R, est donc 



n7* 



r^^ = -z R; 

5 00 000 

d*où il suit qu'à un rayon r, mesuré sur la carte et exprimé en millimètres, 
correspond une recette 

r* 
R = 5ooooo-/ • 

4 

On obtient facilement les rayons des cercles à tracer sur la carte en faisant 
usage de V abaque de M. Lalanne, ou d'un petit diagramme parabolique 
auxiliaire qui dispense de tout calcul. 

Quand deux réseaux aboutissent à une même station, leurs recettes res- 
pectives sont représentées par deux demi-cercles juxtaposés, affectés des 
teintes correspondantes. Dans le cas d'un nombre de réseaux supérieur à 
deux, chaque réseau est figuré par un secteur dont la surface est propor- 
tionnelle à sa recette. 

Les diagrammes locaux sont disposés quelquefois de façon à grouper un 
grand nombre de résultats statistiques indépendants. Dans la planche I de 
V Album de Statistique de 1880, la position géographique de chaque 
chef-lieu est un foyer autour duquel rayonnent, en forme de diagramme 
polaire, des secteurs concentriques et contigus dont les surfaces repré- 
sentent, à une échelle de convention, l'importance de divers faits relatifs 
au développement des voies de communication à la fin de 1878. Sept sec- 
teurs de même rayon, dont l'ensemble complète le demi-cercle situé au- 
dessus de l'horizontale, représentent respectivement (rotation de gauche à 
droite] les longueurs des routes nationales, des routes départementales, 
des voies navigables^ des chemins de fer et des trois classes des chemins 
vicinaux. Le secteur relatif à chacune de ces données figure avec sa teinte 
caractéristique dans toute la suite des diagrammes départementaux. Le 
demi-cercle, somme des secteurs, varie, d'un diagramme à l'autre, en raison 
directe de la longueur totale des voies de toutes sortes dans les diverses cir- 
conscriptions. Le quart de cercle inférieur, vers l'ouest, exprime, dans 
chaque département, le rapport entre le développement total des voies de 



Fig. 83. 
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communication et la superficie territoriale. Le quart de cercle infe'rieur, vers 
Testy exprime le rapport entre le même développement de voies et la popula- 
tion. Lsijig. 83 représente le diagramme local relatif au département de l'Ain. 
Dans le cartogramme à foyers de la planche XV, chaque diagramme 
local présente, au-dessus de l'horizon- 
tale, six secteurs concentriques d'ou- 
verture constante (So") et de rayons 
variables, dont les surfaces figurent res- 
pectivement, en allant de gauche à 
droite, la qualité moyenne des maté- 
riaux d'empierrement des routes natio- 
nales, la fréquentation de ces routes, 
exprimée en colliers, la consommation 
de matériaux d'empierrement, le prix 
d'achat des matériaux par mètre cube, 

leur prix d'emploi et leur prix total, achat et emploi, ramenés à la qualité 
10. Les échelles et unités adoptées pour figurer ces divers résultats sont 
telles, que la surface d'un secteur de o", 02 de rayon correspond à des 
matériaux de qualité 20, à une fréquentation 
de 5oo colliers, à une consommation de 20™^ de 
matériaux, ramenés à la qualité 10, par kilo- 
mètre et par 100 colliers, et à 20*^' par mètre 
cube de matériaux : 1" fournis, 2° employés, 
3^ fournis et employés. Dans le diagramme par- 
ticulier au département de la Loire, par exem- 
ple (Jlg, 84), là qualité moyenne des matériaux 
étant i4«20, le prix de fourniture étant 10'', o5 

et le prix d'emploi 5'', 36, ensemble i5^',4*> ^^ P''^^ *^^' P^'* mètre cube, 
ramené à la qualité 10, sera 




Fig. 84. 




i5,4iX 



10 



14,20 



= 10,86. 



Quant aux rayons du premier et du sixième secteur, ils seront respecti- 
vement 



, /i4»2o ^ , /io,86 ^ ^ 
OjOii/--^ — =:o"*,oi7 et 0,021/ z=o»,oi5. 

Le demi-cerde tracé au-dessous de l*horizontale de la fig. 84 exprime le 
rapport entre le cube des aménagements de matériaux et le cube total de la 
consommation. Le rayon de ce demi -cercle est égal ào",oi lorsque la 
coDsommatioQ absorbe exactement les quantités aménagées. Il s'ensuit que 
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si le rap]K)rt des aménagements à la consommation est o, 79, comme dans 
la Loii'e, ce résultat est exprimé |>ar un demi-cercle de rayon 

r := o , o 1 y^Q ^ o™, oo8g. 

Le cartogramme de la planche XVI ofli-e encore quelques dispositions 
intéressantes à signaler. Il exprime le développement des chemins de fer 
dans les principaux États, de i83o à 1878. La position géographique de la 
capitale de chaque État est le centre d'une circonférence divisée en six arcs 
égaux. Les six points de division sont les centres d'autant de circonférences 
teintées, dont les surfaces sont respectivement proportionnelles au dévelop- 
pement absolu des voies ferrées, dans l'Etat considéré, en 1880, i84o, 
i8'5o, 1860, 1870 et 1878. Le rayon de l'un quelconque de ces cercles est 
donné par la formule 



;• i-wl" 



/ n 

o"\oii/ » 

y oc- 000 



dans laquelle n représente le nombre de kilomètres du réseau, dans TÉtat 
correspondant et à la date considérée, et 0*^,01 le rayon du cercle dont la 
surface exprime un développement de Soooo''". 

Au-dessous de l'horizontale qui passe par le centre de chaque Etat sont 
deux quarts de cercle adjacents, décrits de ce centre, et qui expriment res* 
pectiveraent le rapport de la longueur du réseau en 1878 à la population 
et à la superficie du territoire. Le diagramme particulier à la France est 
représenté par la fig. 85 (*). 

i2â. Les cartogra mmcs à foyers diagraphiques permettent de mener 
de front, sur une seule carte, les figurations d*un assez grand nombre de 
iaits distincts; mais ils ne font pas toujours ressortir, avec une clarté suffi- 
sante, la valeur relative de chacun de ces faits dans les divers lieux d'ob- 



(') Nous citerons encore, parmi les représentations du même système qui ont figuré 
à l'Eiposition de 1878 : une Carte du Ministère des Travaux publics, relative à la pro-. 
ductton de l'industrie minérale en France; trois Cartes du IV Engel sur la distribution 
des forces motrices (eau, vent, vapeur) en Prusse, et sur la répartition des popula- 
tions rurales et industrielles dans le même pays; une Carte de la mortalité cholé- 
rique dans le Brabant, dressée par le D' Jansseks, avec seize expressions distinctes 
pour graduer Tintensité des faits ; une Carte de M. Loca, représentant la répartition 
des étrangers en France, par départements, avec distinction des nationalités. On 
trouvera enfin des applications variées des mêmes principes dans les vingt et une 
cartes qui composent VJlbum de Statistique graphique publié en 1881. La dernière 
de ces cartes, figurant l'invasion phylloxérique, l'étendue des vignobles et la produc- 
tion vinicole de la France, de i856 à 1880, est une application combinée du carto- 
gramme à teintes dégradées et du cartogramme à foyers diagraphiques. 
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servation. Les cartogrammes à teintes dégradées satisfont en quelque 
mesure à cette condition, lorsque les résultats numériques à figurer se 
réduisent à un assez petit nombre de moyennes et n'exigent pas Temploi 
d'une gamme trop complète de nuances ou de quadrillés ; mais ce mode de 
représentation perd toute clarté lorsque, voulant entrer plus avant dans 
l'analyse d'un fait statistique, on est conduit à figurer un trop grand 
nombre de moyennes. On a recours, en ce cas, aux cartogrammes à courbes 
il 'égal élément ou isoplètheSy sortes de tableaux graphiques à double 
entrée (104 et 116), dans lesqueb les variables x et jr sont les coor- 
données géographiques des localités sur lesquelles a porté l'observation du 
fait à représenter. La troisième coordonnée z varie proportionnellement u 
rintensité du même fait, et les courbes figurées, raccordant sur la carte tous 



Fie. 85. 







les points dVgale intensité, sont les projections des sections horizontales 
équidistantes pratiquées dans la surface continue qui passerait par les extnf- 
mités de toutes les ordonnées z. Chaque courbe est affectée d'un indice 
numérique correspondant à l'intensité du phénomène dans toute la suite 
des points géographiques qu'elle raccorde. 

La principale difficulté pratique que Ton rencontre dans le dresscment 
des cartogrammes statistiques, à courbes d'égal élément, tient à ce que les 
relevés numériques ne fournissent pas des valeurs de z pour chacun des 
points de la carte, mais seulement des valeurs moyennes correspondant à 
des circonscriptions territoriales plus ou moins étendues. La surface théo- 
rique continue se trouve ainsi remplacée par un relief à gradins horizon- 
taux formant la limite supérieure de prismes juxti posés, qui ont chacun 
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pour base une circonscription et pour hauteur sa moyenne statistique. Il 
s'agit de reconstituer, avec ce relief à facettes, un relief continu, s'appro« 
chant autant que possible de la surface réelle. L'une des conditions essen- 
tielles de cette transformation est que la nouvelle surface partielle, substi- 
tuée au plan supérieur de chaque prisme régional, serve de limite à un 
solide de même volume que ce prisme. On réalise cette condition en rem- 
plaçant, dans un assez grand nombre de sections transversales du relief, le 
profil à échelons des sommets de prismes par une courbe compensatrice 
continue. La compensation peut être fournie par une infinité de courbes ; 
mais, si les circonscriptions ont été convenablement multipliées, on est 
guidé vers une solution assez approchée par le mouvement général que les 
profils à échelons n'ont pas cessé d'accuser, malgré la déformation produite 
par les moyennes. Les profils en travers à courbes continues étant ainsi 
déterminés, on rentre, pour la construction des courbes de niveau, dans la 
règle générale commune à toutes les surfaces topographiques ( ' ] . 

Les cartogrammes à courbes isoplèthes sont fréquemment employés en 
Météorologie. Leur usage s'est même vulgarisé à tel point qu'un certain 
nombre de feuilles périodiques joignent à leur bulletin météorologique une 
carte figurative des courbes d'égale pression et de divers phénomènes en 
connexion avec les irrégularités de distribution accusées par le baromètre. 
La fi^, 86 représente, d'après ce système, les isobares et les directions des 
vents dans le nord-ouest de l'Europe le 29 novembre i874« À 8^ du 
matin. Le nombre marqué sur chaque isobare est la cote de hauteur baro- 
métrique commune à tous les points de son trajet. Dans le cas particulier 
de la figure, les courbes se ferment autour d'espaces où les lectures baro- 
métriques sont plus basses que dans les régions voisines extérieures, ce qui 
est la condition caractéristique d'une aire cyclonique ou de dépression. 
Les vents très faibles sont indiqués par de petits cercles; les vents plus forts 

(') M. Vactbieb a dressé, dans ce système, plusieurs cartes statistiques qui figurent 
la répartition de la population de Paris et de la France; le mouTement de la popu- 
lation, de 1872 à 1876; la natalité générale de la France, de i856 à i865; la matri- 
monialité dans la même période; la mortalité des enfants, de zéro à 1 an et de i à 
5 ans; l'état de l'instruction en France; la France électorale au 20 février 1876. Cest 
en 187a que M. Vautqier a fait sa première application des courbes de niveau au carto- 
gramme figuratif de la population parisienne. On sait (note de la page 167) que, dans 
sa Communication de février iS^S à l'Académie des Sciences, M. Lalannk avait déjà 
décrit ce procédé graphique avec précision. (Voir, pour plus de détails sur la con- 
struction, la coloration et l'emploi des cartogrammes statistiques à courbes d'égal 
élément : Vactqikr, Cartes statistiques à reliefs. Notice explicative. Paris, mai 1878. 
— Voir aussi, Cqeysson, les Méthodes de statistique graphique à l'Exposition univer- 
selle de 1878, dans les Conférences internationales de statistique tenues à Pétris les 
aa, a3 et 2^ juillet 1878. Paris, 1880.) 
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par des flèches placées suivant leur direction et marquëes d'un nombre 
de pennes d'autant plus grand que le mouvement est plus rapide. U est 
aisé de voir que le vent souftie autour du centre de dépression à ] 'inverse 
du sens de rotation des aiguilles d'une montre, et suivant des directions a 
peu près parallèles h celles des isobares, mais avec une tendance à se rap- 
procher du centre des plus basses pressions ( * j . 

Les mouvements de l'atmosphère tiennent essentiellement aux ruptures 

Fig. 86. 




d'équilibre accusées par les variations de la colonne barométrique. Us sont 
d'autant plus violents et rapides que la différence de pression est plus 

(') Si les cotes de haatear barométrique allaient en croissant vers l'isobare inté» 
rieilVe, la surface figuratÎTC des pressions présenterait un sommet saillant, au lieu d'un 
cratère, et la perturbation serait itnticyclonique. Les flèches accuseraient alors un 
mouTement circulaire en sens inTerse du précédent, avec tendance à s'éloigner de la 
courbe culminante. Ainsi se trouve mis en relief le principe formulé par Bdts-Ballot, 
à savoir que si, dans rhémisphère nord, un observateur tourne le dos au vent, le 
baromètre est plus bas à sa gauche qu'à sa droite. Dans l'hémisphère sud, les sens 
de rotation sont inverses, et la proposition doit être renversée. (Voir, pour plus de 
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grande entre deux stations données. Le rapport de cette différence à la dis- 
tance des deux stations constitue ce qu'on pourrait appeler la pente baro^ 
métrique, entre les mêmes stations, de la surface topngraphique définie 
par les isobares. On a donné à ce rap|K>rt le nom de gradient. Les gradients 
sont exprimes en millimètres de la colonne barométrique, rapportés aa 
degré de 60 milles nautiques, pris pour unité de distance. On voit sur la 
figure un faisceau de droites rayonnant de Ilolyhead vers Valentia, Aberdeen, 
Skudesnaes, le Helder et Brest. Ces droites, affectées d*un indice numé- 
rique, sont les projections des gradients déterminés entre la station centrale 
et chacune des autres. On voit immédiatement que les vents soufHent dans 
des directions à peu près perpendiculaires à celles de ces droites, et avec d'au- 
tant plus de force que les gradients ont une plus grande valeur. Pour déter- 
miner le point où un gradient est coupé par une isobare, dont la cote baro- 
métrique est comprise entre les lectures aux deux stations extrêmes, on 
opère comme s'il s'agissait de construire, sur une surface topographique 
proprement dite, Tintersection d'une courbe de niveau et d'un profil. 

IV. — Stéréogrammes. 

123. On nomme stéréogramme ( * ) la figure en relief qui rej>résente effec- 
tivement dans l'espace une fonction à trois variables ou une table à double 
entrée. Zeuner, le premier, a proposé de traduire les phénomènes démogra- 
phiques par des représentations à trois axes ( ' ]. 

détails et puur uu grand nombre d'autres applications des isopléthes aux caries 
météorographiques, Robebt H. Scott, Cartes du Jemps et avertissements de tempêtes, 
traduction de Zcscher et Margollë, Paris, 1879; Marié- Davy, Météorologie gêné* 
ralcf etc. Paris, 1877 ; Poincaré, Distribution et marche des pluies dans le département 
de la Meuse, ete.^ dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1873, 2* semestre, p. 327, 
et PL XXII, XXIII.) 

(*) Cette dénomination a été proposée par le professeur Mbssedaglia. 

(' ) Le stéréogramme théorique proposé par Zeumer diffère de celui que nous allons 
expliquer en ce qu'il est rapporté à trois axes rectangulaires. (Voir Abhandlungen 
ans der mathematisthen Statistik, von D' Gustav Zeuner; Leipzig, 1869). 

La traduction graphique des faits démographiques a donné naissance à divers sys- 
tèmes de représentations planes rapportées à deux axes. ?îous citerons notamment 
le système de Knapp ( Ueber die Ermittlung der Sterblichkeit ans den Aufzeichnungen 
der BevôlkerungS'Statistik, Leipzig, 1868, et Théorie des BevOlkerungs-Wechsels. 
Abhatidlungen zur angiwandten Mathematik, Braunschweig, 1874) ; celui de Bbckbr 
{Zur Berechnung von Sterbeta/eln an die Bevolkerungsstatistik zu stellende Anfor- 
derungen, Berlin, 1874); celui àeljLWs {Einleitung in die Théorie der Bet^lkerungssta- 
tistik, Strassburg, 1875), et celui do Lewin {Rapport sur la détermination et le recueil 
des données relatives aux tables de mortalité. Programme de la neuvième session du 
Congrès international de Statistique à Budapest, Budapest, 1876). On trouve un 
exposé sommaire de ces divers systèmes dans les Mémoires cités plus loin de M. Perozzo. 
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Soient (Jig. 87 ) OY, OZ deux axes rectangulaires situés dans le plan du 
titbleauy OX un troisième axe faisant avec OY, dans le plan horizontal YOX, 
un angle de 60®. 

L*axe OY est celui des époques de naissance des diverses classes de sujets 
dont on étudie la collectivité; Taxe OZ» celui du nombre de ces sujets 
d*après la statistique. £n d'autres termes, si YiMf est une ordonnée pro- 
portionnelle au nombre des naissances constatées pendant une certaine 
année. Y], OY^ sera une abscisse proportionnelle au nombre d'années corn- 

Fig. 87. 




prises entre Yi et une année antérieure, prise comme date d'origine des 
observations à figurer. 

L*axe OX est celui des âges; en sorte que, si le segment 0X| est propor- 
tionnel à la durée comprise entre la date d*origine O et une certaine année 
Xiy l'ordonnée du relief au point Xi sera proportionnelle au nombre des indi- 
vidus qui, nés à l'époque 0, sont vivants à l'époque Xi et, par conséquent, 
âgés de 0X1 années. Pareillement, l'ordonnée Ri Pi, telle que YiRj soit 
égal et parallèle à OXi est proportionnelle au nombre des individus qui, 
nés en l'année Y|, sont vivants et âgés de OXi années, OY, -h OX, années 
après la date prise pour origine de la figure. 
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£o gënéral, toute ordonnée, telle que R| P|, située dans une section plane 
Ml Y| R] Pf parallèle au plan des X2, représente la fraction survivante a 
Tâge 0X| des YiM| individus nés à Tépoque Y]. Le relief du stéréogramme 
est donc coupé par toute section parallèle au plan des xz suivant une courbe 
Ml ?! V, dite ligne des survivants. Cette courbe représente, en effet, la loi 
de survivance (et, par différence, la loi de mortalité] des individus nés en 
l'an Y] . Elle rencontre le plan des xf lorsque le dernier survivant de la 
classe Yi a disparu, c'est-à-dire en un point Y, tel que YiV représente en* 
viron cent années à Técbelle de la figure. Le lieu des traces V s'écarte peu 
de la parallèle X^Y à l'axe OY. 

On voit immédiatement que les plans parallèles à celui des x^ coupent Fa 
surface suivant une seconde série de courbes, telles que Pi Pi» dont les 
ordonnées Ri Pi, Ri Pi, ••• sont respectivement proportionnelles aux 
nombres d'individus des classes Yi, Y^, . . •, qui étaient vivants OXi années 
après leur naissance. Les courbes PiP| sont dîtes lignes des individus du 
même âge. La courbe M| M^, dite ligne des naissances ^ n'en est qu'un cas 
particulier correspondant à l'âge zéro. 

Les plans parallèles à celui de xy coupent la même surface suivant une 
troisième espèce de courbes, qu*on nomme isodémiques, parce que tous les 
|>oints de Tune quelconque d'entre elles, TiT^, ont même ordonnée OZi, 
et correspondent h un même nombre d'individus. Ces courbes permettent 
de relever, par exemple, que les classes Yi, Y3, . . . avaient OZi survi- 
vants, respectivement SiTj et S,T, années après leur naissance, ou respec- 
tivement Z, Sj H- SiTi et Z, S, 4- S,T, années après la date d'origine O. Les 
courbes isodémiques seraient, dans la disposition de la figure, les isoplèthes 
du Tableau graphique à double entrée, dressé d'après la méthode Lalanne 
pour être substitué au relief démographique. 

Considérons maintenant une section plane M,Yj V pratiquée dans la sur- 
face, non plus, comme précédemment ^ suivant Tune des trois directions pa- 
rallèles aux plans coordonnés, mais perpendiculairement à la bissectrice in- 
térieure de l'angle XOY. On détermine ainsi une quatrième espèce de 
courbes, M,P,V, dont il est aisé de trouver la signification. Soit P, un 
point de Tune quelconque de ces courbes. L'ordonnée Ri Pi représente, 
ainsi qu'on l'a vu, le nombre des survivants de la classe Y3 qui ont atteint 
l'âge de YjRt années. Ce nombre sera donné par le recensement de la po- 
pulation à une époque postérieure de 0Y,4- Y3R, années h la date d'ori- 
gine de la figure. Mais le triangle R,YjYj étant cquilatéral par construc- 
tion, on a 

OY3-4-Y,R,= OY„ 

ce qui revient à dire que les survivants R,P, de la classe Y, seront recensés 
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à rage OXf et en l'année T^; car on a eu soin de mesurer le lemps à lu 
même échelle sur les axes OX, OY. On voit par là que les ordonnées de la 
courbe M^PsY figurent la suite complète des individus de tout âge recensés 
en Tannée Y,, depuis les survivants des M^ Y^ enfunts nés pendant la même 
année jusqu'au dernier survivant V de la classe Yi, qui était né environ 
cent ans avant. Les courbes de Tespèce M, V sont dites lignes des recensés , 
La surface démographique présente donc quatre espèces intéressantes de 
courbes planes; On y distingue aussi des lignes à double courbure dont il 
sera question plus loin. 

124. Appliquons les considérations théoriques qui précèdent à la traduc- 
tion en relief d'une suite de faits démographiques réellement observés. 

La Suède possède, depuis plus d'un siècle, des recensements par périodes 
quinquennales et par âges. M. Berg en a d'abord figuré les résultats, depuis 
1760 jusqu'en 1876, sur un diagramme plan dans lequel le temps est porté 
en abscisses et le nombre d'individus en ordonnées. Sur l'ordonnée relative 
au recensement de 1825, par exemple, on porte successivement, et toujours 
à partir de l'axe des abscisses, des longueurs proportionnelles : [a] au 
nombre total des sujets nés vivants dans la précédente période quinquen- 
nale (1820-1825); (&) au nombre des mêmes sujets qui, n'ayant pas suc- 
combé, étaient âgés de o à 5 ans au recensement de 1826; (c) au nombre 
de sujets qui avaient de 5 à 10 ans au même moment, et ainsi de suite. 
Chacun des segments décroissants de la même ordonnée représente donc 
une classe de vivants ayant pour caractère commun que la date de leur 
naissance est comprise dans une même période quinquennale antérieure. Si 
Ton opère de même pour chaque recensement quinquennal, il suffira de 
raccorder entre eux, par des traits rectilignes, les sommets des ordonnées 
(#7), puis les sommets des ordonnées [b)y . . ., pour avoir une série de 
lignes brisées, dont la première figure la loi de développement des naissances, 
chacune des autres figurant le mouvement d'une catégorie de sujets âgés de 
Il à /i + 5 années. On a ainsi toute la suite des lignes des individus de même 

âge [m). 

On remarquera, d'autre part, que les sujets ugés de 5 à 10 ans et 
figurés par l'ordonnée (c) au recensement de 1826, par exemple, sont les 
survivants des sujets âgés de o à 5 ans et figurés par l'ordonnée ( b ) 
au recensement de 1820. Il suit de là que, si l'on raccorde, en s' écartant de 
l'origine, le sommet [b] d'une ordonnée au sommet [c] de la suivante, 
celui-ci au sommet [d) de la suivante, et ainsi de suite, on obtient une 
ligne brisée de nouvelle espèce, qui figure le mouvement décroissant d'une 
génération dont toutes les naissances sont comprises dans une même période 
quinquennale. En opérant de même pour chacune des périodes, on obtient 
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la série des lignes de survivants. Quant aux lignes des recensés, que nous 
avons aussi distinguées dans le relief théorique, elles se confondent ici avec 
les verticales sur lesquelles se superposent les ordonnées de chaque recen- 
sement. 

Cela posé, il est aisé de passer du diagramme plan à un stéréogramroe 
figurant les mêmes phénomènes d*une manière plus saisissante et permet- 
tant d'ailleurs diverses constructions et déductions qu'un tableau à deux 
axes ne comporte pas. La fig, 88 est une perspective, réduite à ses lignes 

Fig. 88. 
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principales, du stéréogramme démographique de la population mâle sué- 
doise depuis i^So jusqu'en 1875, construit par M. Perozzo, d'après les 
données qui avaient déjà servi à dresser le Tableau de M. Berg. Les axes 
.sont disposés comme nous Tavons indiqué plus haut (123); il en résulte 
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4|ue les deux séries de sections planes verticales, donnant les lignes des 
survivants et les lignes des recensés, sont inclinées symétriquement à 60* 
sur le plan des jz. Les lignes des recensés sont en traits de force pleins, 
celles des survivants en traits pleins plus légers, les lignes d'dge en petits 
traits interrompus, et les isodémiques en pointillés. On distingue sur le relief 
chacune de ces catégories de lignes par une teinte spéciale. 

On adopte les lignes des recensés comme profils en travers générateurs 
de la surface à construire. A cet effet, sur une planchette en forme d'équerre, 
affectée à chaque recensement, on trace, d'après les échelles adoptées pour 
les âges et pour les nombres de sujets, la ligne des recensés fournie par 
l'observation quinquennale correspondante. Après avoir découpé cette 
ligne sur l'équerre, dont elle remplace l'hypoténuse, on place la planchette 
<lans la position MjYxV de h^g» 87, le sommet de Pangle droit étant au 
point Yj qui marque sur l'axe des ^^ à IVchelle adoptée, la date du i^cen- 
sement. On fixe de même à leurs positions équidistantes, dans le dièdre 
formé par les plans coordonnés XOY, YOZ, les équerres rehitives à la suite 
des recensements. On a ainsi, dans Tespace, toutes les lignes de recensés, et 
Ton construit consécutivement, au moyen de petites réglettes ou de ûls 
diversement colorés, les lignes planes de même âge, d'égale population et 
de survivance. 

Le stéréogramme se prête à la construction de diverses auti*es lignes dont 
la vue fournit immédiatement d'utiles renseignements sur la manière d'être 
4lu groupe démographique considéré. 

On peut se demander, par exemple, à quel âge limite il faudra s'arrêter 
dans les relevés d'un certain recensement pour que l'ensemble des sujets de 

cet âge et au-dessous soit une fraction déterminée - de la population totale 

au même moment. Cet âge limite sera OXi (y?^. 87 j si l'ordonnée RiP^ 
ferme le périmètre d'une aire trapézoïdale M,YjR,Pj, égale à la «»èm6 p^^, 
tic de l'aire totale M^YjV qui figure toute la population recensée à la date 

Yi. A la même fraction - correspond un point tel que P, sur chacune des 

courbes telles que Mj V. En raccordant Ums ces points sur le relief, on ob- 
tient une ligne à double courbure qui est la -ligne isolomiquc des recense- 
ments relative à la fraction - • A chaque valeur de n correspond une isoto- 

mique différente. Pour /i = 2, l'ordonnée R,P, divise l'aire totale M,Y,V 
«n deux parties égales; l'âge OKi = Y^R^ est alors Vàge moyen de toute la 
population recensée à la date Yf La suite des points P,, déterminés par 
la condition n = ?., donne Visotomique des âges moyens relatifs aux diveis 
recensements. 

Il 
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On peut encore considérer, non plus les sections M,V, relatives aux re- 
censements, mais les sections de survivance MiV, et déterminer, par des 
considérations analogues aux précédentes, des lignes d'une nouvelle espèce, 
dites isotomiques des générations ( * ] . 

125. M. Perozzo (') a fait une ingénieuse application du stéréogramme 
l\ trois axes orthogonaux aux relevés de nuptialité fournis par la statistique 
italienne pendant les cinq années comprises entre 1872 et 1876. Les sujets 
de chacun des deux sexes étant groupés par classes quinquennales d'âges, 
on forme une tible numérique à double entrée, dont le premier argument, 
composant la première colonne de gauche, est donné par les mariés 
hommes- de 100 ans et au-dessus (limite théorique extrême), de 
95 ans et au-dessus, et ainsi de suite, en retranchant cinq années 
d'une ligne à la suivante, jusqu\*i rcxtrémc limite opposée de i5 ans et 
au-dessus. Le second argument, composant la première ligne horizontale 
de la table, est donné par les mariées femmes groupées de la même manière, 
à cette difTérence près que la seconde limite est, en ce cas, de 10 ans et au- 
dessus. Chaque case de la t^ible reçoit le nombre qui correspond à ses deux 
arguments particuliers. Par exemple, la ligne horizontale marquée 4o — v^ 
(4o ans et au dessus) dans la ])remière colonne de droite et la colonne 
verticale marquée 3o — u sur la première ligne supérieure déterminent par 
leur intersection une case dans laquelle ligure le nombre 77 168; ce qui 
ex])rime que , pendant toute la période quinquennale considérée , 
77 168 hommes âgés de ^o ans et plus ont épousé pareil nombre de femmes 
âgées de 3o ans et plus. La case correspondant aux deux limites i5 — «» 
pour les hommes, 10 — u pour les femmes, comprend évidemment tous 

(') Pour les divei*ses déductions et évaluations anticipées & tirer du diagramme 
de Berg et du stéréo(^rammc correspondant, voir J. Bertillor, Mode de prévision de 
la statistique des naissances, dans la Nature, Paris, 1878, n" 282. — J. Bebtillox, 
Note sur le diagramme de Berg et Elis Sidendladd, Relation entre le nombre des 
nés^vivants et celui de leurs survivants en Suède, dans les annales de Démographie 
internationale, Paris, 1879, n" 9. — A. Ciiervitc, Rapport sur la cartographie démo- 
graphique à la section des Sciences anthropologiques à l'Exposition universelle de 1878, 
dans les Comptes rendus du Congrès international de démographie, annexe 6, p. a6i, 
Pi^ris, Imprimerie nationale, 1879. — L. Pekozio, Statistique graphique. Sur la repré- 
sentation graphique d'une collectivité d'individus dans la succession du temps, et en 
particulier sur les diagrammes à trois coordonnées, Rome, 1880. 

(') Li'ici Perozzo, Stereogrammi demografici, seconda Memoria, Roma, 1881. — 
Voir aussi, dans une brochure plus récente du même auteur [Stereogramma délia 
tariffa spéciale «• 3 — Derrate alimentari — a grande velocità délie Ferrovie delC 
Alta Italia), la description d'un stéréogramme dont les trois éléments sont le prix 
d'expédition s, la distance de transport x et le poids j^, et dont la surface, i = Ajrr, 
est un paraboloîde hyporboliq'ie. 
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les mariages de la période et porte, en effet, le nombre i 08 1 2o3, fourni 
par l'êuit civil. 

Cela pose', on prend trois axes rectangulaires. Sur celui des x on porte 
la notation 100 — &> à l'origine et successivement, aux points équidistants 
donnés par une échelle de convention, les notations 96 — m, . . . , i5 — w, 
correspondant aux diverses classes totales quinquennales d'hommes. On 
porte jKireillement et à la même échelle sur Taxe des y les notations depuis 
100 — 6> jusqu'à 10 — w, relatives aux classes de femmes. Enfin, au point 
des xy déterminé par l'intersection des coordonnées horizontales relatives à 
une classe totale d'hommes, h — &>, et à une classe totale de femmes, 
f — û>, on élève une ordonnée verticale z proportionnelle au nombre de 
mariages contractés entre des hommes âgés de plus de h années et des 
femmes â^ées de plus de /années. Les sommets de toutes les ordonnées z 
constituent le relief continu de la surface démographique de nuptialité. 
Une section plane parallèle aux yz et passant par un point tel que 3o — &> 
de Taxe des t donne la courbe figurative des mariages entre les hommes 
Agés de plus de 3o ans et les femmes de tous âges; de même la section 
25 — 0) parallèle aux xz figure les mariages des différentes classes d'hommes 
avec les femmes de 25 ans et au-dessus. 

Dans chacun de ces deux systèmes de sections, Taire comprise entre la 
courbe et le plan des xy est évidemment très petite ou nulle au voisinage 
de l'origine 100 — &>. Par suite du mode de cumulation adopté, cette aire 
va croissant à mesure qu'on s'éloigne de l'origine, en sorte que, sur le pro- 
fil extrême i5 — w relatif aux hommes, on peut figurer les projections en 
vraie grandeur de toutes les autres courbes mas- 
culines et sur le profil extrême 10 — w relatif 
aux femmes les projections, de toutes les courbes 
féminines. Ces projections permettent de déter- 
miner, au moyen de constructions graphiques 
très simples, certains résultats utiles que le sté- 
rcograuime ne donne pas directement. 

Soit î» rechercher, par exemple, combien 
d'hommes de 25 à 3o ans ont é))ousé, dans la 
période pour laquelle le relief a été construit, 
des femmes de 20 à 25 ans. Les courbes AB, CD 
(7^0 • ^9) S'*'^^ 1^^ projections des courbes mas- 
cuhnes 25 — «, 3o — w, sur le plan i5 — w 
delà dernière de ces courbes; les droites AP, 
BQ sont les projections sur le même plan des 
courbes féminines 9.5 — w, 20 — w. Le segment 
AP, projection en vraie grandeur de l'ordonnée du point A, est propor- 
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tionnel au nombre de femmes de 25 ans et plus qui ont épousé des hommes 
de 25 ans et plus ; BQ est proportionnel au nombre de femmes de 20 ans 
et plus qui ont épousé des hommes de 25ans et plus ; par suite, BR = RQ — AP 
représente le nombre de femmes de 20 à 25 ans qui ont épousé des hommes 
de 25 ans et plus. 

De même, DF - DQ — CP représente le nombre de femmes de 20 à 
25 ans qui ont épousé des hommes de 3o ans et plus, et finalement le 
segment BG r BE — DF, qu*on obtient en menant par le point A la pa- 
rallèle à CD, représente le nombre de femmes de 20 à 25 ans qui (mt épousé 
des hommes de 25 à 3o ans. 

On serait arrivé au même résultat et par des constructions analogues si 
l\m avait considéré, sur la section féminine extrême 10 — w, le trapèze 
compris entre les ordonnées masculines i5 — w, 3o — 6>, et les courbes 
f('minines 25 — w, 20 — w. 

Ce trapèze et le précédent ne sont, du reste, que l^s projections de la 
figure formée sur le stéréogramme par les deux courbes masculines et les 
deux courbes féminines considérées. 

Des lignes d'une troisième espèce marquent sur le relief les traces do 
sections horizontales équidistantes. Chacune d'elles est affectée de sa cote, 
qui est le nombre z de mariages compris entre la section considérée et le 
))lan des xj. Si Zi représente la plus grande valeur de z, c'est-à-dire la 

totalité des mariages figurés, la section —9 qui divise la hauteur du solide 

en deux parties égales, indiquera à quels âges des deux séries de conjoints 
f orrespond la moitié des mariages. Dans le cas considéré, cette section 
I st comprise entre les extrémités supérieures des courbes féminines 20 — w 
it 25 — rù, mais plus près de cette dernière courbe que de la précédente. 

L*âge moyen des épouses est donc compris entre 20 et 25 ans et, plus 
approximativement, entre 28 et 24 ans, ainsi qu'on le vérifie par une simple 
interpolation à vue. 

La même section est comprise entre les courbes masculines 25 — «u et 
3o — &>, d'où l'on déduit que l'âge moyen des époux est compris entre 25 
•et 3o ans. L'interpolation donne à peu près 28 uns. 

126. M. Perozzo a construit aussi des stéréogrammes démographiques 
il coordonnées polaires. 

Pour déterminer, dans ce système, l'aire et la courbe d'un recensement, 
on trace, dans un plan vertical, à partir d\in point pris pour pôle et du 
même côté de la verticale passant par ce point, les dix-neuf rayons néces- 
-saires pour diviser 180** en vingt ouvertures angulaires égales, correspon- 
dant aux vingt classes quinquennales d*àges comprises entre o et 100 ans. 
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Le plus grand de ces rayons, correspondant à lu classe de o à 5 ans, Taîl 
un angle de 9® avec la partie supérieure de la verticale. L'angle est de iS*' 
pour le rayon de 5 à 10 ans, et ainsi de suite jusqu'au rayon de 95 l\ 
100 ans, qui se confond en direction avec la partie inférieure de la verti- 
cale. On porte, sur chaque rayon, à partir du centre commun, une lon- 
gueur proportionnelle au nombre d'individus recenses de la classe quin- 
quennale correspondante. Les rayons vont en décroissant à mesure que 
l'écartement angulaire augmente; celui de la classe g5 à 100 ans est nul ou 
très petit. En raccordant les extrémités de tous ces rayons, on obtient; en 
coordonnées polaires, la courbe ou, plus exactement, la ligne brisée des 
recensés. 

On opère de même pour chaque recensement quinquennal, et Ton dis- 
pose la suite des aires planes ainsi obtenues de telle manière que leurs pôles 
et les verticales passant par ces p(Mes coïncident. Les plans méridiens des 
aires sont, d'ailleurs, régulièrement distribués autour de leur axe commun, 
en sorte que, si le relief doit figurer n recensements quinquennaux, les plans 

(le deux recensements consécutifs se couperont sous un angle de • 

Les diagrammes polaires des recensements étant ainsi placés et ilccoupés, 
on tracera les lignes des survivants en remarquant que, pour suivre une 
même génération, il faut descendre d'une classe d'Age quand on passe 
d'un recensement quinquennal au suivant. On joindra, par exemple, Textré- 
milé du rayon o-5 du profil de i^So à l'extrémité du rayon 5-io du profil 
de I ^55, et ainsi de suite. 

Les surfaces isodémiques sont des sphères ayant pour centre commun le 
pôle de tous les profils et les lignes isodémiques sont les intersections du 
stéréogramme par ces sphères. 

Les lignes des recensés étant planes, on construit aussi aisément les lignes 
isotomi({ues des recensements dans le système polaire que dans le système 
à trois axes (12^). 

On obtient des stéréogrammcs d'une lecture plus facile en réduisant dt» 
moitié, sur le diagramme des recensements, les ouvertures angulaires égales 
qui correspondent à chaque classe d'âge. L'amplitude totale du diagramme 
est ainsi réduite de 180" à 90", et le rayon de 9'^ à 100 ans. qui coïnci- 
dait précédemment avec la verticale du pôle, devient horizonUil dans la 
nouvelle disposition. 

On trouve d'ailleurs commode^ pour l'exécution matérielle du solide^ 
de ne pas faire coïncider les verticiiles passant par les pôles des divers 
diagrammes, et de les distribuer suivant les génératrices équidistantes 
d'un cylindre h base circulaire de quelques centimètres de diamètre. 
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Les sphères isodémîqnes sont alors remplacées i>ar des tores h section cîr 
culaire (*). 



Y. — Appareils inscriptenrs. 

127. La traduction graphique des résultiits d'observations devait natu- 
rellement conduire à leur enregistrement automatique ['). Un phénomène 



(*) M. le professeur Tiicrston o rf^cemment proposé un système de stércogrammes 
propres à figurer les variiitions d'un phénomène qui psl lui-même fonction de trois 
variables. On sait que si, d'un point quelconque, pris dans l'intérieur d'un triangle 
êquilatéral, on abaisse des perpendiculaires sur les trois côtés, la somme de ces per- 
pendiculaires est égale à la hauteur du triangle. Si cette hauteur, divisée en cent par- 
ties égales, représente, par exemple, cent parties d*un alliage formé de trois métaux, 
chacune des perpendiculaires pourra être considérée comme représentant le nombre 
«le parties de chacun des trois métaux duns la conslitution de l'alliage. Chaque point 
de l'intérieur du triangle correspondra donc ii un de ces alliages et à un seul; et si 
Ton élève en chacun de ces points, perpendiculairement au plan du triaitgle, une 
ordonnée proportionnelle, soit à la limite d'élasticité, soit à la charge de rupture, 
soit à toute autre propriété de l'alliage correspondant, la surface topographique formée 
par les extrémités de toutes les ordonnées représentera la lui de variation de la pro- 
priété qu'on aura considérée. On pourra d'ailleurs remplacer le stéréogramme con- 
fitruit d'après ce principe par un plan à courbes de niveau cotées. (Voir le Génie 
civii, revue générale des industries françaises et étrangères, t. III, p. 36, i5 novem- 
bre 1882.) 

(^) Il faut remonter assez loin dans le passé pour trouver la première application 
de ridée qui consiste à fixer sur une surface mobile la trace des variations auxquelles 
les phénomènes physiques sont soumis. Le marquis d'Oxs en Biiay a décrit, dans les 
Mémoires de Vancienne Académie des Sciences (173^), un anémographe qui donnait 
la vitesse et la direction du vent et qui traçait auloinatiquemcnl ces résultats sur une 
feuille enroulée autour d'un cylindre mobile. Un de ces instruments figure dans les 
galeries du Conservatoire dos Arts et Métiers. En 1763, Ccmmings construisait, d'uprès 
le système discontinu proposé par Cbangeux {Journal de Physique, Chimie et Histoire 
naturelle, t. XVI, p. 3a5), un baromètre traçant les hauteurs du mercure sur un cadran 
conduit par une horloge. En 1782, Magellan faisait connaître les dispositions d'un 
météorographe perpétuel destiné à inscrire, en un lieu quelconque du globe, 
toutes les variations atmosphériques. Cet appareil comprenait un barographe, un 
thermographe, un anémographe, un hygroscope, un pluvioscope et un atmidomètre. 
En i79'|, RuTiiERFORD publiait, dans les Transactions (V Edimbourg, la description d'un 
thcrmométrographc qui traçait sa courbe, au moyen d'une pointe mobile, sur une 
bande de papier noirci, animée d'un mouvement de translation. Un autre appareil 
du même genre est décrit dans les Annales de Gilbert. En 180G, Watt imaginait 
son tube indicateur, dont le diagramme fait connaître, par une simple quadrature, le 
travail de la machine à vapeur. Cbazalon a fait construire, vers i85o, un maréographe 
propre à enregistrer les variations de régime des cours d*eau aussi bien que les oscil- 
lations des marées. Dlonoat a proposé, vers la même époque, un barographe, un 
thermographe, un hydrographe et un anémographe (voir le Rappoit au Ministère 
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naturel est en gênerai soumis à des variations incessantes et les observations 
directes, quelque fréquentes qu'on les suppose, ne déterminent que des 
points isolés de la courbe continue qui devrait en être Texpression. On rac- 



dc8 Travaux publics, par une Commission composée de MM. Bommart, Cavalier et 
M AXGOXy sur r utilité des instruments destinés à conserver la trace de certains phéno^ 
mènes physiques et sur quelques instruments de cette espèce, présentés par M. Blondat, 
dans les Annales des Ponts et Chaussées, 3* série, j85i, 2* semestre, p. 254 }• ^^ 1^57, 
Regsard a résolu, au moyen de rouages auxiliaires, la difficulté qui tenait à l'insuffi- 
sance de la force développée par certains phénomènes assujettis à effectuer leur 
propre enregistrement. 

L'emploi des appareils enregistreurs a été successivement étendu à un très grand 
nombre de recherches. En Mécanique, nous citerons : la classe nombreuse des dyna- 
momètres graphiques, qui dérivent plus ou moins directement de la conception de 
Watt; les appareils, tels que l'odographe de Maret, propres à écrire un grand 
nombre de mouvements, et en particulier les variations de vitesse d'un train de chemin 
de fer ou de tout autre véhicule; les divers instruments imaginés par Poncëlet et 
construits par le général Moaix; les appareils employés dans les expériences de Ba- 
listique, notamment les chronographes de Le Bcclaxci!, de Scucltz et de Moisso?!; le 
chronographe, le vélocimètre et le projectile inscripteur du colonel Sébert; l'acoélé- 
rographe proposé par Deprcz pour tracer la courbe des vitesses imprimées par la 
poudre à projectile; le séismographe de Carlile, appareil enregistreur des mouve- 
ments relatifs des véhicules en marche et le wagon dynamomètre de la Compagnie 
(les chemins de fer de l'Est. 

Parmi les appareils automatiques employés en Météorologie et en Physique, nous 
indiquerons : le baromètre et Tudomètre inscripteurs de Bréccet; les anémomètres 
et girouettes à indications graphiques du même inventeur; les baromètres, anémo- 
mètres et girouettes à double enregistrement automatique de Gibbons; le baromètre 
et l'anémomètre d'EccARD; l'enregistreur anémométrique de Jacquemier; les baro- 
mètres de Gqichard, avec indicateurs électriques; le thermomètre de Richard frères; 
le baromètre à balance, le thermomètre, le thermographe, le déclinomètre, l'inclino- 
mètre, le bifilaire, l'ancmographe, Télectrographe, l'actinomèlre et le psychromètre 
deSALLERON; le thermographe de Pictet et Cellerier; l'anémomètre et le pluviomètre 
d'HERVÉ Mancox ; le baromètre et le manomètre de Bourdon ; le baromètre, le thermo- 
mètre, le psychromètre, l'hygromètre, l'évaporomètre, l'électromètre de Rédier; l'éva- 
|M>romètre de Ragona; l'atmographe de l'Observatoire de Montsouris; le limnomètre 
<lo Forel; l'appareil de Noll pour les variations de niveau des liquides; le météoro- 
graphe du P. Secciu; le météorographe de.TuEORELL; le météorographe de van 
Rtsselbergue et Scqibart; la série des instruments météorologiques enregistreurs 
de Hasler et de Hipp; le maréographe de Toomson; les maréograpbes à cylindre hori- 
zontal ou vertical de Collin; les fluviographes du même inventeur, dont un à cadran, 
avec diagramme polaire, l'autre ii trois crayons, inscrivant les variations de niveau 
dans une écluse et dans les deux biefs qu'elle raccorde; les fluviomètres électriques 
de Gbivolas, de Mocqcery, de Sciiaeffler et de IIipp; l'appareil de Bonxead pour Tcnre- 
gistrementde la direction et de la vitesse des courants sous-marins à toutes profon- 
deurs; la sonde sous-marine de Ruusset; les indicateurs électriques des niveaux 
d'eau et des pressions de gaz de Guillexard; l'appareil pour enregistrer automati- 
quement la déclinaison, l'inclinaison et les variations diurnes de Gloesener; l'électro- 
mètre deLipPMANx; le phonautogi*aphe de Scott et Koenic; le phonographe d'EoisoN; 
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corde ordinairement ces points par des droites ou par des segments de 
courbes que les procédés d'interpolation permettent de déterminer. Mais 
cet artiGce est inefiicace quand les observations sont faites à Icmgs intér- 



ims appareils de Lissajocs, d'HFXMHOLTZ, de Villari, pour figurer la modalifé desondos 
sonores; l'harmonijrraphe de Tislet et Spiller ; l'appareil de Gornc pour enre(pstrcr 
la vitesse de la lumière; Tappareil de M. Napoli donnant le diagramme des attractions 
d'un aimant; les séismographes de Pai.iiierIi Cavalleri, de Rossi, Rertelli, Cecoii, 
Galli ; le panséismographe de GirLiA?ft ; les mîcroscismographes ou tromométrographrs 
de Bertelli et de Ro.^si. pour l'observation des tremblements de terre; le chrono- 
graphe astronomique de Fcess, etc. 

L'emploi des appareils inscripteure s'est aussi généralisé en Physiologie. On trouvc 
les premières applications de co genre dans le Kymographion de Ludwic, sorte de 
manomètre inscripteur pour Tétudc de la pression sanguine, dans le Fràrrhymogra- 
phion de Fik (Untersaeh. a, d. Zurcher. physiol.Lahorat., I, p. i ), dans les appareils 
de Volrmaxn, de Hrlmboltz et de Vierordt [Vierordt et Ll'DWig, Beitràgr zttr Lehrr 
von den Athemhew^gungen {Arch. fur physioîogische Heilkundey i8.ï5, t. XI\% p. 258. i 
pour figurer les phases de la circulation, de la respiration et de l'action musculaire. 
Les sphygmographes d'OzAXAM et de Mosso {^Ton ehtigrn neucn Eigenschaftcn der Gr- 
fàsswand, Leipzig, 18*^^, et Movimenti dei vasi sanguigni neltuorno, Acad. scienz. di 
Torino, 1875), le sphygmographe, le cardiographe, le pnenmographe, le myograpbe. 
le rcographe, le dynamographe, le thermographe, le polygraphe de Maret, l'appa- 
reil construit par Franck, d'après Rcissox, pour écrire les variations de volume de li 
main, l'hémodomographe de CuAUVEAr, l'anapmographe do Bercero!«, les appareils a 
explorations successives de Desprez et de Bloch, le périmètre de Meter pour tracer 
la courbe des variations du champ visuel suivant les couleurs, les nombreux appareils 
inscriptcurs appliqués par Maret au passage des ondes liquides, au passage des 
ondes musculaires, ii la rumination^, aux diflerentes allures de l'homme et des ani- 
maux, il la locomotion aérienne des oiseaux et des insectes, les appareils de Rosapellv 
pour enregistrer le mouvement des lèvres, d'ARL0f?(G et de Carlet pour inscrire les 
mouvements de déglutition; le polygraphe électrochimique de Racosiïie, donnant le» 
courbes de pulsation, de respiration, etc.; telles sont les principales dispositions 
imaginées pour traduire graphiquement des phénomènes qui, par leur complexité, 
leur amplitude très restreinte ou leur durée à peine saisissable, semblaient plus 
que tous autres devoir échapper à ce mode d'investigation. On trouvera la description 
de ces appareils, l'indication des expériences auxquelles ils se prêtent et l'interpréta- 
tion des résultats graphiques auxquels ils conduisent dans V Annuaire de l'Observatoire 
de Montsouris (1878 et 1879); dans les Annales industrielles (7 juillet 1878, 3o no- 
vembre 1879, a3 octobre et ao novembre 1881) ; dans les Annales des travaux publier 
(octobre 1881); dans les Annales des Ponts et Chaussées (décembre 1876, p. 606, et 
février 1881, p. 3i5); dans la Nature (numéros des 5 et 19 novembre 1881); dans 
quelques-uns des écrits déjà cités (p. 100) et surtout dans le remarquable Ouvrage 
du D' Maret (/.« méthode graphique^ etc.). Voir aussi : V électricité et ses applicationSj 
exposé sommaire et Notices sur les différentes classes de l'Exposition internationale 
d'électricité, p. 106-170, Instruments de précision j par Marcel Dbprez et Sébcrt. 
Paris, 1881. — Bollettino del Fulcanismo itcliano de M. S. de Rossi. Roma, 1874- 
1881. — La Meteorologia endogena de M. S. de Rossi, Milano, 1879-1S82. — Berieht 
iiher die wissenschaft lichen Instrumente auf der Berliner GeiA'crbeausstcllung im Jahre 
1879. Herausgegeben von D' L. Lgcwekherz. Berlin, 1880, p. 33-38. 
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valles ou quand elles portent sur des faits susceptibles de brusques oscilla - 
lions. 

D'autre part, il est souvent utile de comparer des résultats fournis au 
même moment par divers instruments places en divers lieux, et il ne suffit 
psLS de multiplier les observateurs pour être assuré que cette condition de 
synchronisme est exactement remplie. Enfin l'observation directe, et la tra- 
duction graphique des résultits numériques qu'elle fournit, portent avec 
elles les nombreuses chances d'erreur qui tiennent à l'imperfection de no*t 
sens. Les api)arcils inscripteurs parent à ces inconvénients. Ils rendent 
rexpérimentation plus facile et plus simple; ils accusent par des tracés 
continus les vraies courbes figuratives des variations infinies auxquelles les 
phénomènes sont soumis; ils s<aisissent et expriment simultanément un 
grand nombre de faits; ils mesurent les petites fractions de la durée qui 
écliapperaient à l'observation directe et détaillent les phases de tous les 
mouvements, quelle qu*en soit la lenteur ou la rapidité; ils accumulent les 
données d'une infinité d'expériences avec une irrécusable fidélité et sous 
une forme claire et concise, très propre à faciliter la comparaison des faits 
et la déduction des lois qui les régissent. 

Les manifestations statiques des forces sont constatées au moyen d'in- 
struments plus ou moins précis, mais leur immutabilité même exclut toute 
idée d'enregistrement. I^es manifestations dynamiques, au contraire, sont 
caractérisées par des mouvements dont la transmission, à Taide d'organes 
appropriés, permet de conserver les traces écrites des phénomènes. 

128. Qu'il s'agisse, par exemple, d'enregistrer les variations de niveau 
d'un fleuve. Un flotteur transmet ces variations à un style guidé verticale- 
ment. Une bande de papier, maintenue dans un plan vertical, se déplace en 
regard du style, de telle sorte que, si celui-ci restait immobile, sa trace sur 
le papier serait une droite horizontale. Mais, à raison même des variations 
qu'on se propose d'enregistrer, le style monte ou descend et décrit un dia- 
gramme rapporté à deux axes rectangulaires : l'un horizontal, qui est celui 
des abscisses proportionnelles au temps pris comme variable; l'autre verti- 
cal, qui est celui des ordonnées égales ou proportionnelles aux changements 
de niveau. 

L'horizontale parcourue par un point quelconque de la bande mobile est 
une circonférence décrite du pointa l'infini de la verticale qui sert de guid? 
au style. Si l'cm prend le centre à distiince finie sur cette verticale, les ho- 
rizontales deviennent des circonférences concentriques, la bande mobile de- 
vient un cadran et le style décrit le diagramme en coordonnées polaires des 
variations de niveau. 
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Tels sont les principes communs à In pi up.irt des appareils inscripteim. 
Toutefiiis, diins le système rectangulaire, la bande mobile est le plus sou- 
vent enroulée autour d'un cylindre qui )iîvote d'un mouvement uniforme 
sur son axe et qui présente successive ment ses (génératrices à la pointe du 
style. 

Dana l'apiureil bien connu de Pnncelet et Morî*, le style est porte par 
un corps pesant qui tombe verlicalcment sous l'action de la pesanteur. La 



tig. çio. 




parabole tracée sur le cylindre |>endant la chute 
des graves et en détermine la loi. 

L'indicuieur de Watt, qui constitue 1' 
importantes applications de la méthode 
teur du travail des machines û vajieur 
tube manometrique, décrit un dtagraini 
ti<innelles à la pression de la V!i]>eur dai 



iractérlsc le mouvement 

ine des plus anciennes et des plus 
raphique, est un appareil inscrip- 
Le style traceur, actionné par un 
e dont les ordonnées sont projioi'- 

s le cylindre de la macliine ; le cy- 
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iindi'e eur^istreur, cnnimandé par le pisEon, rournit des abscisses pi'opnr- 
lionnelles aux chemins que ce piston parcourt. L'iiïre de la courbe est donc 
proporliomielle au produit de la pression par l'espace pai'couru, c'est- 
à-dire au travail de b machine. 



129. Hous donnerons une idée assez complète des appareils inscripleurs 
appliques n la Méiéomlogie en décrivant le baro mètre- b;dance et le thermo- 
graphe aduptés à l'Observatoire de Montsouris. 

Le premier de ces instruments est représenté par la fiS' *)"' ^^ '"''^ ^' 
rométrique fixe AB |)longe dans une cuvette mobile C, su.<i|iendue à l'extré- 

FÎB 91. 




mité de Tiin des bras D d'une Uilancc et maintenue en (■([«ilibre, dans un 
certain état moyen de la pression atmosphérique, par un contre poids E 
placé à l'extrémité du secimd brus. Suivant que la pression .iiigmentc ou 
diminue, et que par suite une jietile quantité de mercure passe de la cuvette 
dans le tube baniinétrtque ou du tube dans la cuvette, celle-ci monte ou 
descend et les oscillations du flJau auxquelles ces mouvements donnent lieu 
sont transmises à l'ai^juille h qui les inscrit sur le cylindre mobile K. Une 
pointe d'acier, Kxce à l'armature d'un électro aimant, trarc sur l'une des 
bases du cylindre une ligne de repère circulaire ijui ilevieut, a|)rès le déve- 
loppement du j)apicr, l'axe des abscisses de la courbe. A chaque contact 
électrique détermine par uix liurloge, la jHiintc s'écarte un instant de sn 
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position pour marquer une division du temps sur la ligne de repère. La 
même horloge agit sur les ëlectro-aimants de tous les cylindres inscripteurs 
et permet de comparer les résultats fournis aux mêmes moments par un 
grand nombre d'appareils. 

La fig, 91 fait connaître la disposition adoptée à Montsouris pour enre« 
gistrer simultanément Tétat hygrométrique de l'air, la température à la 
surface du sol et les variations de l'actinomètre (*]. AB représente, à 
droite de la figure, un tube de Bourdon, sorte de ruban creux à section 
elliptique, tordu autour de son axe en forme de spire très allongée. Ce 
tube, rempli d'alcool, est fixé à l'une de ses extrémités; l'autre extrémité, 
restée libre, porte une aiguille dont les mouvements angulaires accusent 
les divers états de torsion du tube sous Faction de Talcool plus ou moins 
dilaté. 

Un tube sec de cette esi^èce transmet par la tringle /, à travers 
les parois du kiosque, ses variations à l'aiguille n® 2. Un second tube 
semblable, mais enveloppé de mousseline mouillée, agit sur ^'aiguille 
n® 3. L*ensemble des aii;uilles !î et 3 constitue donc un psychroraètre 
inscripteur. 

L'aiguille 5 est fixée à un troisième tube torse, couché dans un bain de 
glycérine FE et mis en communication, par un conduit capillaire, avec un 
réservoir tubulaire en métal noirci, placé à la surface du sol. Les indications 
de Taiguillc 5 sont le résultat complexe des effets produits par l'ensemble 
de ces tubes exactement remplis d'alcool. Pour défalquer l'action du tube 
torse et du conduit capillaire, et isoler celle du réservoir couché sur le sol, 
on fait agir sur l'aiguille 4 un autre tube torse, couché aussi dans le bassin 
FEet prolongé, comme le précédent, par un conduit capillaire qui n'est pas 
en communication avec le réservoir. L'aiguille 4 donne ainsi directement 
les corrections à faire aux indications de l'aiguille 5, et la variation de tem- 
pérature du réservoir est proportionnelle a la différence des ordonnées des 
courbes tracées par ces deux aiguilles. 

Les aiguilles 6 et 7 correspondent, l'une à un thermomètre blanc, l'autre à 
un thermomètre noir, placés tous deux dans le vide sec et mis en commu- 
nication par des conduits capillaires avec les deux derniers tubes torses du 
bassin EF. Le degré actinométrique est en rapport avec l'écartement va- 
riable des courbes tracées par les deux aiguilles. 

L'aiguille i , commandée par l'électro-aimant, trace la ligne de repère 



(*) Cet appareil, construit, comme le précédent, par M. Sallerox, a fonctionné au 
Champ de Mars, dans le kiosque de TObscrvatoire de Montaouris, pendant toute la 
durée de TExposition de 1878. 
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commune à toutes les courbes et pointe les heures données par l'horloge 
commune (*). 



(*) Nous devons mentionner ici spécialement, à raison des applications (graphiques 
auxquelles il donne lieu, le thermographe récemment imaginé par MM. Raoll Pictet 
et G. Cëllërier (voir Méthode générale iV intégration continue ctune fonction numé^ 
rique quelconque, à propos de quelques théorèmes fournis par V Analyse mathématique 
appliquée au calcul des courbes d^ un nouveau thermographe. Genève et Paris, Gauthicr- 
Villars, iS^ç)). Ot appareil prés(»nte un cas intéressant d'a/#a/«o/y;Aoj<i* géométrique^ 
mécaniquoinenl réalisée au cours même de l'euregistration. Les inventeurs, se fon- 
dant sur les théories récentes de la Thermodynamique et sur un grand nombre d'ob- 
servatlons, ont établi une relation générale entre la pression P do la vapeur d'un li- 
quide et la température correspondante t. Les variations de P, accusées par le change- 
ment de niveau du mercure dans un tube manométrique, sont transmises par un 
(lutteur et par un système de fils, poulies et contre-poids, au crayon chargé de les 
inscrire sur un papier animé d'un mouvement continu. Si la transmission avait lieu 
selon les procédés ordinairement adoptés, la courbe tracée donnerait des ordonnées 
égales ou proportionnelles aux variations de P, et l'intervention du calcul ou des 
Tables numériques serait indispensable pour déterminer les valeurs corrcspon- 
dautes de t qui sont l'objet final de la recherche. Pour substituer à la courbe des 
pressions P la courbe directement tracée des températures t, il a sufB de placer entre 
le flotteur et le crayon, et sur l'ax» même du tambour qui obéit aux mouvements du 
flotteur, une fusée de forme hélicoïdale, d'un pas très petit, sur laquelle s'enroule un 
second fil, directement attelé au crayon. La spire a pour projection, sur le plan du 
tambour qui lui est accolé, une courbe de réduction déterminée par la relation 
/ =£ ^ (P). Il en résulte que le second fil s'enroule ou se déroulesur la fusée, et que, 
par suite, le crayon avance ou recule sur le plan du diagramme, de quantités égales 
pour des variations égales de t. La courbe transformatrice du mouvement est tracée 
par tangentes au moyen d'un procédé graphique très simple. 
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CHAPITRE VI. 

GÉOMÉTBŒ ANAHORPSiaUE ET SOLUTIOHS GBAPmaUES. 



Lalaxxe. Mémoire sur les Tables graphiques et sur la Géométrie auamorpAiyue, de. 
( yé finales des Pou ts et Chaussées, 2* seni.f t. XI, i8'|G). — Lala^se^ Méthodes gra- 
phiques pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques à trois variables, etc.^ 
Paris, 1878. — CiLsiAK!!, Die graphische Statik, Zurich, 187.S, n"* 13-14. — De la 
GoL'RMERiE, Traité de Géométrie descriptive^ Paris, 1874» l'I* Partie, n" 1090-109i. 

— Mannueim, Cours de Géométrie descriptive de V Ecole Polytechnique^ Paris, i88i, 
p. \'j%. — LiLL, Résolution graphique des équations numériques d'un degré quelconque 
H une inconnue, {^Souvelles Annales des Mathématiques, a* série, t. VI, Paris, 1867, 
p. ^359, et t. Vil, 18G8, p. 363 367). — Comptes rendus, etc., t. LXV, p. 854-807. 

— Bellavitis, IV Partie de la Xïl« Rivista di giornali, n" 642, § 2, 3, 6. — V. Ott. 
Graphische Darstellung der F unktionen, Prag, i86ô. — Solin, V cher die graphische 
Intégration. {Abhandlungen der K. Bohm Gesellschaft der Wissenschaften, VI, F. 5. 
B. Prag, 1872. — Stamm, Essai sur l'automatique pure. Milan, i863. — Stamii, 
Sul calcolo grafico e sullo studio dei polinomi interi e razionali délia forma 
x>**-\- «jc'"'"*-+- . . . -h rx -h /, colC ajuto d' un nuovo sistema di coordinate (^fiendi- 
conti del R. Istituto lombardo, V. I, Tasc. VI, p. 203-209). 
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130. Les tableaux giapliiques à courbes d'égal élément (104) 
ne peuvent être dressés avec une exaclilude relative que si Ton 
détermine chaque courbe au moyen d'un assez grand nombre de 
points. On n'obtient donc que par des constructions longues et 
minutieuses des figures dont la lecture présente d'ailleurs quelque 
difficulté, par suite de la confusion possible entre des courbes sou- 
vent très rapprochées. Aussi est-il permis de penser que l'usage 
des tableaux ne se serait jamais beaucoup propagé sans les pro- 
cédés de transformation et de simplification que nous allons faire 
connaître. 

L'usage d'un tableau graphique ne comporte pas nécessairement 
que la graduation des coordonnées x et ^', situées dans le plan de 
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la figure, soit faîte suivant une loi déterminée. Considérons, par 
exemple, \dijig, "j^ (105). Les horizontales et les verticales qui 
correspondent à la suite des nombres naturels sont équidistantes 
et les coordonnées sont par conséquent proportionnelles à leurs 
valeurs numériques. Mais cette proportionnalité n*est pas néces- 
saire, et Ton peut imaginer que, les notations numériques restant 
les mêmes, les divisions équidistantes soient remplacées par des 
divisions espacées suivant une autre l»i quelconque. Le point A 
de l'hyperbole xy = lo qui, dans la figure originaire, était à Tin- 
tcrsection de Thorizontale 5 et de la verticale 2, avait effective- 
ment des coordonnées de la valeur linéaire représentée par ces 
notations. Le point Aj de la figure transformée, situé à Tinter- 
section de la nouvelle horizontale 5 et de la nouvelle verticale a, 
n'aura plus les mêmes coordonnées linéaires, mais il sera déter- 
miné par d'autres coordonnées ayant les mêmes notations numé- 
riques que les premières et pourra, dès lors, être coté 10 comme 
représentant le point A. En général, Thyperbole 10, courbe géo- 
métrique formée par la suite continue des points A, sera rem- 
placée par une courbe, en quelque sorte arithmétique, cotée 10 
et formée par la suite des points A|. Cette courbe permettra de 
relever sur la nouvelle figure tous les résultats que les hyperboles 
fournissaient sur le tableau primitif. 

La transformation sera évidemment avantageuse si les nouvelles 
courbes sont plus faciles à construire et à lire que les précédentes, 
et surtout si Ton parvient à remplacer les courbes par des lignes 
droites que deux points suffisent à déterminer. On atteindra ce 
résultat en faisant varier suivant une loi convenable les valeurs 
linéaires des coordonnées de la nouvelle figure. 

M. Lalanne a été conduit à ces considérations fécondes en cher- 
chant à convertir une table logarithmique à double entrée en un 
tableau graphique h courbes d'égale cote. La somme des coor- 
données de tous les points d'une droite également inclinée sur les 
axes étant constante, il suffit de porter sur ces axes des longueurs 
proportionnelles, non plus aux valeurs numériques des coor- 
données, mais aux logarithmes de ces valeurs, pour que la 
droite soit le lieu géométrique de. tous les points du plan dont 
les distances aux axes forment un produit constant. Avec des 
axes gradués en parties égales, c'est-à-dire suivant la loi de 
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variation numérique qui correspond exactement à la loi de va- 
riation linéaire, on avait la suite des hyperboles équilatères 
de la Jîg. 'jy. En remplaçant les divisions égales par une gra- 
duation logarithmique, les courbes d'égal produit cotées i, 2, 
. . . , 10, . . . , deviennent des droites inclinées à 45° sur les axes. 
Les coordonnées de l'origine étant nulles, l'origine devra porter 
comme cote l'unité dont le logarithme est o. Cette transformation 
donne naissance à lujig. g*2 qui n'est autre que la réduction à ses 
données les plus simples de Vabat/ue précédemment décrit [76). 



V'iQ. 9i. 




^ S ^ y s ^ 10 



I* 



Pour exprimer les mêmes considérations en langage algébrique^ 
evenons au paraboloïde hyperbolique (lOo) 



z -_ .vy, 



et posons 
nous avons 



y^logj-, y=:Iog/, 



loge =r. x'-h y. 



Quand on considère a/, ^^, ;; comme trois coordonnées variables, 
cette nouvelle équation représente un cylindre horizontal, dont les 
lignes de niveau sont des droites parallèles, inclinées à 4^° sur les 
axes. 

Ces droites, que la transformation a permis de substituer aux 
hyperboles de la figure primitive, pourraient, à leur tour, être 
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remplacées par des circonférences concentriques. Il suffirait, en 
effet, de poser 

pour que Téquation proposée devînt 

La graduation des coordonnées se ferait dans ce cas suivant les 
racines carrées des logarithmes des nombres. 

131. Soit, en généralisant, 

Téquation d^une surface. 

Supposons qu'on ait pu faire subir à cette équation une trans- 
formation qui la mette sous la forme 

Posons 

13) ^'=?(-r). y=Hx), ''='{']. 

L'équation (2) devient 

:4) F(x',/,z') = o. 

Faisons la traduction géométrique de ces transformations en gra- 
duant les trois axes suivant les lois exprimées par les relations 
(3). Il suffit, pour cela, d'attribuer à x, kj- ci k z des valeurs suc- 
cessives, de calculer les valeurs correspondantes de j/, y, z'y et du 
porter à l'échelle ces valeurs sur les axes de coordonnées qu'on a 
soin de coter d'après les valeurs des variables primitives x, j) , z. 
Les sections planes faites dans la surface représentée par léqua- 
tion (4), au moyen de plans parallèles à celui des od ^ , donne- 
ront comme lignes de niveau des droites, si l'équation (4) est du 
premier degré en j/ et^'; des sections coniques, si celle équation 
est du second degré, et ainsi de suite. En général, si les deux axes 
placés dans le plan horizontal ont été gradués suivant les lois in- 
diquées par les relations (3), la nature des courbes de niveau sera 
déterminée par le degré en x' ely' de l'équation {\), Or ce degré 
peut être très inférieur au degré de l'équalion (i) en x et y. 
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M. Lalanne a donné à cette méthode de transformation le nom 
à^ anamorphose géométrique (^). 

132. Le mode d'anamorphose précédemment appliqué (130) 
à la fonction z = xj s'étend à la classe tout enlière des fonctions 
comprises dans la formule 

car, en prenant les logarithmes des deux membres, on a 

l<>g« = l>g?(^)-+-log+(7), 

de sorte qu'en graduant les axes du plan horizontal suivant les lois 
exprimées respectivement par j/= logcp(ar) et par j ' = ^o^^[j)^ 
on transformera les lignes de niveau de la surface topographique 
représentée par la fonction proposée en autant de droites paral- 
lèles entre elles et inclinées à 45° sur les axes. 

A plus forte raison sera-t-il possible d'anamorphoser en une sur- 
face réglée celle qui est représentée par l'équation 

Il suffira, pour cela, de graduer les axes suivant les lois 

x'=cf(a') ct^7'='Kj)- 

L'anamorphose est donc facile lorsque, dans l'équation primi- 
tive, les variables indépendantes x Gl y sont séparables, ou lors- 
qu'elles peuvent le devenir par quelques transformations simples. 
Mais on ne peut pas donner une règle générale pour effectuer ces 
transformations. 

133. Quand l'équation primitive ne permet pas la séparation 
des variables moyennant la seule substitution des valeurs x'= ç(j'), 
yz=^{^y^ dans cette équation convenablement préparée, la sépa- 
ration devient quelquefois possible par la substitution des valeurs 



(') Cette expression est empruntée aux physiciens, qui l'ont employée pour dé- 
signer les déformations produites par la réflexion des figures sur des miroirs courbes 
de formes et de positions déterminées. 
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CoDsidéronSy par exemple, Féquation 

(1) 2 = 



.r H- j 



On ne peut pas la simplifier en prenant de nouvelles variables 
qui soient des fonctions distinctes des anciennes, car ces dernières 
sont réunies dans le dénominateur. Si, cependant, on veut avoir 
des droites pour les lignes de niveau, on posera 

et Ton construira sur les formules 

deux tableaux graphiques à double entrée, le premier composé 
d'obliques à 45**, le second consistant en un faisceau de rayons qui 
a son centre à Torigine. Le premier tableau fait connaître l'or- 
donnée auxiliaire j)'; le second donne ensuite l'inconnue z\ 

On peut éviter la construction du second tableau en mettant 
l'équation (i) sous la forme 

y — ax^ * h r r= o, 

ou, en posant ^'= -? sous la forme 

X — (aj:*)s' -+- xm G. 

On a ainsi une équation du premier degré entre j' et z'. 
134. Soit encore la relation 

z = = p-» 

x'-h J* 

Posons 

X* 4- 7* = 5', x' -h j' = z' 

il vient 

az 

Trois tables graphiques à double entrée sont nécessaires, dans 
ce cas, pour trouver la valeur numérique de z correspondant à 
des valeurs données de x eiàey. Mais ces tables seront toutes 
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composées de lignes droites, si Ton a soin de graduer les axes des 
coordonnées en posant, pour la première table, 

pour la deuxième, 
et pour la troisième, 

Il est facile de comprendre qu'en soum^ltant la fonction pri- 
mitive à des transformations successives de ce genre, on arrivera 
toujours à calculer les valeurs numériques d'une fonction à deux 
variables, au moven d'une suite de tableaux graphiques à double 
entrée, qui ne renfermeront que des lignes droites. Mais la méthode 
perdrait ses avantages pratiques si Ton a\ait à opérer avec un 
trop grand nombre de tableaux. 

135. Rien, dans ce qui précède, n'indique que les fonctions 
f (a;) et '^(j ), suivant lesquelles on gradue les axes des coordon- 
nées, doivent aller toujours en croissant ou toujours en décrois- 
sant. Ces fondions peuvent avoir des niaxinia ou des ininima, 
auquel cas les \aleurs linéaires de la graduation des axes, après 
avoir élé en croissant dans un certain sens, iront en décroissant, 
et devront être comptées en sens contraire. 

Considérons, par exemple, rii\ perboloïde représenté par l'équa- 
tion 

Yz -^ x' — 20.r -f- io4 = o. 

Les courbes horizontales sont des |)araboles. 
Mais, si nous posons 

X z=z .»;' — 10. T -4- H)4, 

nous aurons 

rz -h .r':=: o, 

et les lignes de niveau seront des droites. 

A la valeur i de o/ correspond, pour jr, une grandeur minimum 
égale à 10. La cote 10 sera, par conséquent, au point dont l'ab- 
scisse est 4) ^t les cotes 11, 12, i3, . . ., 9, 8, 7, ... seront sur 
la partie de l'axe qui s'étend au delà de ce point. Les valeurs de 
X sont imaginaires pour les abscisses inférieures à 4? ^t, par suite, 
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les droites transformées des paraboles sont parasites au delà de la 
parallèle à Taxe des ordonnées dont l'abscisse est 4« 

136. Après avoir obtenu la transformation d'une figure au moyen 
d'une graduation particulière des coordonnées, on peut en déduire 
une infinité d'autres figures analogues, sans recourir à de nouvelles 
transformations des équations, par de simples projections ortho- 
gonales ou polaires, sur des plans, sur des surfaces développables, 
ou même sur des surfaces quelconques. 

L'anamorphose géométrique par voie de graduation des coor- 
données peut, d'ailleurs, être appliquée à un système quelconque 
de coordonnées. 

Par exemple, pour anamorphoser en une spirale d'Archimède 
p'= &/ une spirale hyperbolique représentée par l'équation en 
coordonnées polaires ptù = a-, il suffira de poser 



p'— 1%'p. w'= — log 



&> 



et de graduer respectivement suivant les lois représentées par ces 
deux équations le rayon vecteur et la circonférence sur laquelle 



on mesure les écartements angulaires. 



II. — Résolution graphique des équations (0- Méthode de Lill. 
137. Soit 

une équation de degré m, dont les coefficients A, B, C, . . . , M, 



(*) EccLiDF. est cunsitléréf à juste titre, comme représentant la somme des connais- 
sances géométriques acquises jusqu'à son temps. Aussi, laissant de côté les recher- 
ches relatives aux époques antérieures, #nous bornerons-nous a rappeler que les 
fondements de l'Analyse des équations du second degré sont contenus, sous forme 
géométrique, dans les quatrième et cinquième propositions du Livre 11 des Élé- 
ments, et que la sixième proposition du même Livre présente l'importante construc- 
tion qui conduit* dans la résolution des équations quadratiques, à ajouter aux deux 
membres le carré du demi-coefficient de l'inconnue. Il faut citer aussi les proposi- 
tions vingt-septième et vingt-huitième du Livre VI, et les Données LVlll, LIX, 
LXXXIV, LXXXV, dans lesquelles on retrouve au complet la résolution par voie 
géométrique des équations du second degré avec des applications qui, de nos jours 
(encore, n'ont rien perdu de leur intérêt. Euclide est même allé beaucoup plus loin, 
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N sont des noinl3res donnés. Soumeltons-la à une série de divU 



car, dans les Données LXXXVI et LXXXVII, il enseigne à résoudre géométriquement 
les équations du quatrième degré de la forme 

X* -\zqx^ — n = 0. 

Des recherches récentes, soumises à l'épreuve de la plus sévère critique, ont mis 
hors de doute que les Grecs savaient construire les équations du troisième degré. 
Les auteurs de ces recherches ont trouvé de précieux éléments d'instruction dans 
le développement historique de quelques problèmes célèbres, tels que ceux de la dupli- 
cation du cube et de la trisection de l'angle, et dans les autres nombreux documents 
que l'école grecque nous a laissés pour l'histoire do la construction graphique des 
problèmes du troisième degré. Il suffira de citer les diverses constructions de cet 
ordre qui figurent dans Içs commentaires d'EcTOCics sur le Traite de la sphère 
et du cylindre^ d'AncHiMÊDE, la doctrine des maxima et des minima d*AP0LL0!cics et 
les questions pour la solution desquelles Diophante eut recours à des considérations 
géométriques. 

Dans les règles données par Brahmegcpta, pour la construction du triangle rec- 

tangle en nombres rationnels et pour la construction des quadrangles, on trouve 

tous les éléments nécessaires pour résoudre les équations indéterminées du second 

deirré et l'équation 

a:«-f-j»^A 

en termes rationnels. Nous devons signaler aussi les deux constructions graphiques 
de l'équation indéterminée 

proposées par Buascara, et les problèmes du même géomètre consi'stant à trouver, 
en nombres rationnels, les côtés du triangle rectangle dont Taire est exprimée par 
le même nombre que l'hypoténuse, ou dont l'aire est numériquement égale au 
produit des trois côtés. 

On trouve de tiès importantes recherches sur la construction graphique des équa- 
tions dans les écrits mathématiques des Arabes. Mohammed br:< Mocsa s'est expressé- 
ment occupé des équations quadratiques; Aboil Wefa a laissé tout un Recueil de 
constructions géométriques. Parmi les nombreux écrits des autres géomètres arabes, 
nous nous bornerons à citer ceux d'ALKABxni et d'OMAR Alkhahami. La question qui 
nous occupe y est traitée avec beaucoup de détails. Nous devons signaler aussi, 
dans ce trop rapide aperçu, le procédé connu sous le nom de plateaux de balance, 

Léonard de Pise eut le mérite de faire connaître à l'Occident les travaux dos 
Arabes, auxquels il ajouta le fruit de ses propres recherches. Lcca Pagoli écrivit 
aussi sur la construction des équations, mais sans originalité et en imitateur fidèle 
de Mohammed BEN Mousa. Tartaglia et Cardano donnèrent ensuite les très intéres- 
santes constructions géométriques qui se trouvent dans leurs Œuvres. 

ViËTE, Descartes et plus tard Ne>\ton firent entrer la construction graphique des 
équations dans une phase nouvelle, plus féconde en ressources et en applications. 
Il serait malaisé d'exposer en peu do lignes toute la suite de ces développements 
nouveaux. Nous préférons renvoyer le lecteur aux deux publications suivantes, 
dans lesquelles nous avons coordonné tous les renseignements qu'il nous a été 
donné de recueillir : Notizie storico^critiche sulla costruzione délie equazioni, Mo- 
dena, 1878. — Appendice aile notizie storico^critiche sulla costruzione délie equa^ 
ztoni. Modena, 1880. 
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siens successives par x, et posons 

-(A.r'«-«H-Bx'«-*H-Cx'«-3_, ^ L^,)-.^ r= - N + M, 



^Aj7"'-3H-Bx"»-*-hCx'"-*H hLr) --J, =-rs -l-K, 



U7 

I 

X 



(>) 



\ , 

— ( A ^* 4- Bx) = j,„_, = - j,„_3 -+- C, 

X 

I 

X 



Chacune des équations finales, telles que 



X 



peut être considérée, dans un système de coordonnées orthogo- 
naleSy comme l'équation d'une droite ayant pour ordonnée j^i, 
pour abscisse N, pour tangente trigonomélrique de son inclinaison 

sur l'axe des x, - et pour ordonnée à l'origine M. 

Les équations (i) donnent lieu aux observations suivantes : 
I® Toutes les droites qu'elles représentent ont la même incli- 
naison ( arc tang - j sur Taxe des x ; 

2" La tangente, prise négativement, donne 

^ Xm^ï J'm-l J^/rt— 3 Xl N 

3® Le numérateur et le dénominateur de chacune de ces frac- 
lions peuvent être considérés comme les deux côtés d'un triangle 
rectangle, et tous les triangles ainsi formés sont semblables. 

Cela posé, imaginons que Ton décrive {/tg» 93) un contour po- 
lygonal rectangulaire dont les côtés successifs oi, la, 23, . . . , 78, 
aient respectivement des longueurs proportionnelles aux coeffi- 
cients A, B, C, D, . . . , M, N. Si Ton connaissait Tangle o A| i == tt>, 



aoo 
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dont la tangente irigonométrîque est égale à (x étant une des 

racines de l'équation), on pourrait former le second contour po- 
lygonal 0A1A2A3...A7 qui délimite, dans Tintérieur du pre- 
mier, les triangles rectangles 01 Ai, A,2A2, AoSAj, ..., dont 
nous avons parlé plus haut. Ce nouveau contour aboutirait exacte- 
ment au point 8, extrémité du premier, et la longueur iA| (01 
étant pris pour unité) serait une racine de Téquation proposée. 

La résolution graphique de cette équation se réduit donc à cher- 
cher, sur le côté 12 du contour primitif, un point A|, tel que le 
nouveau contour rectangulaire, dont le premier côté est oA|, et 
dont les sommets consécutifs s'appuient consécutivement sur les 



Fig. 93. 




autres côtés ^3, 34. .... du contour 0123...8, ail pour der- 
nier côté une droite passant par l'extrémité 8. Le nombre des ra- 
cines réelles de Téquation proposée est égal au nombre de points, 
satisfaisant à cette condition, qu'on peut trouver sur le côté 12 ou 
sur ses prolongements. 

138. Lill a imaginé un instrument très simple, qui permet de 
déterminer ces racines avec rapidité. Sur un disque circulaire en 
bois, parfaitement dressé, sont tracés deux systèmes rectangulaires 
de cordes parallèles^ distantes l'une de l'autre d'un millimètre. Le 
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disque est gradué dans Je sens opposé à celui du mouvement des 
aiguilles d'une montre. Il tourne autour de son centre, sur une 
tablette fixe, munie d'un vernier, et au-dessotis d'un autre disque 
en verre transparent, usé à l'émeri, sur lequel on peut tracer des 
traits au crayon. 

Pour résoudre une équation donnée, on commence par établir 
la coïncidence entre le zéro du limbe mobile et celui du vernier. Le 
rayon oY, qui marque la direction de l'une des deux séries de 
cordes parallèles, passe alors par le zéro commun, et le rayon oX 
passe par le point du limbe qui correspond à 2^0°. On marque, 
sur le verre, de la manière que nous venons d'indiquer, les points 
o, I, Q, 3, .... 8, et l'on trace au crayon le contour ia3 ... 8. Le 
quadrillé du disque inférieur permet d'effectuer très rapidement 
cette opération. On fait ensuite tourner le cercle mobile gradué, 
jusqu'à ce qu'il parvienne à une position telle qu'un contour poly- 
gonal rectangulaire, appuyant consécutivement ses sommets sur 
les droites 01, 12, aS, .... vienne aboutir au point 8. Tout con- 
tour de ce genre fournit une longueur oA| qui représente une 
racine de l'équation. Les tâtonnements que cette recherche com- 
porte sont rendus faciles et prompts par le quadrillé du cercle 
mobile. La graduation du cercle, dont le vernier permet d'évaluer 
un tiers de degré, sert à déterminer les racines avec une plus 
grande exactitude. Chacune des longueurs, telles que oA|, n'est 
autre, en effet,, que la tangente trigonométrique de l'angle dont il 
a fallu faire tourner le cercle mobile pour amener Taxe oX de sa 
direction primitive 01 à la nouvelle position oA| qu'il occupe 
lorsque le contour rectangulaire oA, A2 . . . A7 passe parle point 
8. On pourra donc, au moyen de tables numériques, qui pourront 
être elles-mêmes transformées en tableaux graphiques, obtenir la 
longueur de ces tangentes avec plus de précision que n'en com- 
porte la simple lecture du quadrillé. 

Le sens dans lequel on doit tracer les cotés du contour primitif 
dé|)end du signe du coefficient que chacun de ces côtés représente. 
On peut suivre, à cet égard, la règle suivante : Supposons qu'on 
ait adopté, pour représenter les deux premiers coefficients, les 
directions des quatre côtés d'un carré 01 23. Les côtés correspon- 
dant aux coefficients qui occupent dans l'équation les rangs 
4/z-Hi, 4'ï + 2, 4'H-3, 4^*? suivront respectivement les direc- 
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dons oi, 12, 23, 3o, si ces coefficients sont positifs, et les direc- 
tions opposées s'ils sont négatifs. Si un coefficient est nul, le rang 
des termes et, par suite, le sens des côtés ne subissent aucune 
altération. 

Il résulte de ces conventions, qui n'ont rien d'arbitraire, qu'à 
tout contour ainsi construit ne correspond qu'une seule équa- 
tion, et réciproquement. On peut donc dire qu'un tel contour 
rectangulaire représente graphiquement une équation déter- 
minée. 

Revenons à la recherche de la valeur iA|. Supposons qu'au lieu 
d'avoir donné à ce côté la longueur convenable pour que le second 
contour se ferme exactement au point 8, on l'ait pris d'une lon- 
gueur telle que le dernier côté du second contour passe par un cer- 
tain point 9 du côté 78. La distance 89 représentera l'erreur 
finale Q à laquelle conduit l'hypothèse. Proposons-nous de cher- 
cher l'expression analytique de cette erreur. 

Les triangles rectangles semblables oiA|, A| 2A2, AoSAj, ... 
donnent les séries de rapports égaux 

01 A, 9. A, 3 Ag7 

lAj ?. Aj 3Aj 78 

Faisant lAi^^^X et représentant les longueurs 01, 12, 23, .., 
respectivement par A, B, C, . . . , on a 

A R — X 



" "(iJ-Hx) 



c-b( = 1-ha(Ï)' 



X 

A/ ■ \A / Afi? 



K.-)->œ'-u-) 



X\^ 7b 



M— L( ^1 H 4- 



/./X\'"-' „/X\'"-» ./X\'"-» 






d'où l'on déduit 



q = »-6, = »-.i(J) + l(5)'-.....b(|)-'-a(ï) 



m 
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Si Ton fait f — — j = oti , on aura finalement 

La valeur de Q est donc précisément celle que prend le polynôme 

X I A 

donné quand on y remplace par x la valeur — t" ou -» Si 

A A 

donc Q = G, c'est-à-dire si le second contour vient aboutir au 

I A 
point final 8 du premier, la quantité -^ sera une racine de 

A 

l'équation proposée. 

L'exactitude de la précédente construction se trouve ainsi dé- 
montrée ; on reconnaît d'ailleurs que la racine obtenue est néga- 
tive quand la longueur trouvée iA| tombe sur la partie positive de 
12, et vice versa. 

Quand on est arrivé à connaître r racines de l'équation proposée 
et qu'on ne peut plus obtenir, par la construction, aucun résultat 
nouveau, on en doit conclure que les m — r autres racines sont 
imaginaires. On peut appliquer à la détermination de celles-ci une 
méthode analogue à celle qui vient d'être indiquée; toutefois, les 
contours rectangulaires auxquels on aura recours n'appuieront plus 
leurs sommets sur les côtés du contour primitif, comme il arrivait 
dans le cas des racines réellea- Nous n'insistons pas davantage, et 
nous concluons en disant que cette méthode graphique peut être 
très utile pour trouver promptement une première approximation 
des valeurs des racines d'une équation numérique d'un degré 
quelconque. 

139. Si l'équation est du second degré, la même méthode four- 
nit la solution suivante qui, dans ce cas, est rigoureuse. Soit 
l'équation 

A.r'-f- Bx -i-C= G. 

On construit {J!g' 94) le contour oiaS, dont les côtés oi, i:>., 
23 expriment les coefficients A, B, C, et sur o3 comme diamètre 
on décrit une demi-circonférence. Soient X|, X2 les deux points 
où cette demi-circonférence coupe le côté 12. Les longueurs iX|, 
1X2 sont les deux racines de l'équation, oi étant pris pour 
unité. 



'idj 
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III. — Détermination graphique des racines d'une équation. 

Méthode de Bellavitis. 



140. Soil à déterminer les racines de Téqualion 

a.r} -\- b.r^ H- ex -4- r/ =r o. 

r, m cl h [pg' pS) sont trois axes parallèles. Portons sur j>', à 
partir d\in point quelconque O pris pour origine, Jes segments 
OD, DC, CB, BA., respectivement é(juipollenls (3) à c/, c, 6, a. 
Elevons aux points O et A de y les perpendiculaires à cet axe 
jusqu*à leur rencontre avec // aux points H et A|. Joignons A|B 
qui coupe m au point K. Si les droites h et m sonlrespectiveraenl 
aux distances i et x àc y, le point K sera à la distance ax -f- J de 
la perpendiculaire abaissée du point C sur //. Abaissons du point K 



f'iC- 9»- 



Fiç. 95. 





la perpendiculaire RL sur //, et joignons LC. Cette droite coupe 
m en un second point K|, situé à la distance [ax -4- b)x -^c de la 
perpendiculaire abaissée du point D sur h. Projetons K| sur// en 
L|, et menons L|D qui coupe m au point M. En déterminant au- 
tant de points M qu'on voudra, nous obtiendrons une courbe pa- 
rabolique, et tout point X d'intersection de cette courbe et de la 
droite OH fournira une racine 



r = OX : OH. 
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Ce procédé très simple peut être étendu à une courbe de degré 
quelconque. 

En limitant la construction à Tintervalle compris entre les 
droites y et /i, on obtiendra seulement les racines positives plus 
petites que Tunité. 

Pour construire les racines négatives, on changera x en — x. 
Quant aux racines comprises entre i et -h oo , entre o et — i , entre 
— I et — 00 , on les obtiendra facilement par les transformées de 
Téqualion proposée. 

IV. — Sommation graphique des séries. 



(•) 



lil. Soit, en général, à sommer graphiquement la ^érie 



Posons v= —» et construisons d'abord {^fig* 96) la droite /« dé- 
terminée par ce raj)port. Portons sur OX, à partir de l'origine O, 



Fig. (j(>. 




*y. y^ 



la longueur «oi sur OY, à partir de la même origine, les longueurs 
a^j ^2, «3, ... Par les extrémités dos segments «1, r/2» ^'^^ » • • 1 
menons les parallèles /|, /j, /a, ... à /o. A Tcxlrémité de Tabscisse 
ûp, élevons l'ordonnée ^i limitée à la droite /| ; à Texlrémité d'une 
abscisse égale à j <, élevons l'ordonnée j 2 limitée à la droite Li\ à 
l'extrémité d'une abscisse égale à j 2» Tordoniiée^'s limitée à /j, et 
ainsi de suite. Les parallèles l\yl-x^ l^^ . . . , /«_i, /« donnent respec- 
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tivement les équations suivantes : 



Xx 


— a^v 


-+- «i, 


y% 


--jiP 


-+-<!„ 


y% 


— Ti" 


-*-«3» 


Xn- 


-1— r«-2« 


-^ «/,-!, 



Ji 



J„-.l»'-htf«. 



Multipliant ces équations respectivement par 



,«-1 



,/i— î 



,n-J 



• • • * 



et remplaçant les quantités y\^y%^y%y • • • par leurs valeurs dé- 
duites des équations précédentes, il vient 



i,,_,p ~ r?or'*-+-/?i«'"-*-|-«ïi''*-*-f-. . .-+•«„_!«', 



J/; 



«-1 



z^^oc^-h ^,t.«-i-f. a,p»-«-f-. . .H- «„-iP-+-«„ 



d'où il suit que l'ordonnée j'„ correspondant à la parallèle //, re- 



F»6- 97- 




^ «- y* ya 



présente la somme des n -+- 1 termes de la série proposée. 

1 i2. Appliquons cette méthode générale à la sommation de la 
série géométrique. 

j^rt = « -+- /?f' -4- ««'' + «t^ 4- . . . -4- ai'"'"* -t- tff ", 
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dont le rapport constant est v. On arrivera au résultat cherché en 
faisant dans la série (i) 

et en posant — = -. Toutes les parallèles de la construction pré- 
cédente coïncideront dès lors avec /|, comme l'indique laifig. 9^, 
et l'on aura 

pour jr = o, ro = ^» 

» jn z= a, r, =z a -{- «i*, 

» .r= V,, r^r= a -h fiv -H ov^ H- «••', 



î _L_ _1_ ^«j«— 1 _l_ nitn 



S'il s'agissait d'une progression arithmétique, dont les termes 
consécutifs diffèrent entre eux d'une quantité constante, la suite 
de ces termes serait exprimée graphiquement par les ordonnées 
d'une d^roite. Pour représenter graphiquement, par exemple, le 
^^emc terme de cette progression, il suffirait de porter en abscisse, 
à partir du pied de la première ordonnée, un segment égal à /? — i 
unités de longueur, et d'élever à l'extrémité de ce segment une 
nouvelle ordonnée jusqu'à la rencontre de la droite /. 
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APPENDICE DU TRADICTEUR AU CHAPITRE YI. 



A. — APPLICATIONS DE GÉOMÉTRIE AXAMORPHIQUE. 



I. — Abaques pour les problèmes sur récoulement des liquides. 
li^3. CoQsidérons la relation 

i') 




dans laquelle on représente par R le rayon moyen d'un canal à pente et à 
section constantes, cVst-à-dire le rapport de la section mouillée au péri- 
mètre mouillé, par I la pente, par u la vitesse moyenne du liquide dans 
une section quelconque, par a et -S des constantes déduites de rexpériencc. 

On peut avoir à déterminer l'une quelconque des trois quantités R, I, u 
en fonction des deux autres. Le rayon et la vitesse ét;int considérés comme 
variables, si l'on attribue au paramètre R une série de valeurs constantes 
successives, on arrive à déterminer un tableau de paraboles dont chacune 
a pour cote la valeur correspondante de R. 

En prenant comme coordonnées, non plus les valeurs de I et de n, mais 
les l(»garitlimes de ces variables, M. Colli^non (') a dressé un Tableau gi*a- 



( * ) Cours de Mécanique appliquée aux constructions ; II' Purlie : Hydraulique. Paris, 
1880, p. 398 et PL IL D'autres tableaux (graphiques pour l'étude du mouvement 
de l'eau dans les canaux découverts ont été dressés par M. Ed. Pellis {Bulletin 
de la Société i>audoise des ingénieurs et architectes, juin 1878); par MM. Gaîi- 
GDI1.LËT et KcTTER {Journal de la Société des ingénieurs et architectes de Fienne, 
1869); par M. llERixti, dans les Transactions de la Société américaine des ingénieurs 
civils, janvier 1879. 

CuusiNERY avait déjà publié, en i8'|5, dans le t. II de son Recueil de Tables à 
l'usage des ingénieurs, un Tableau graphique h coordonnées graduées, dressé d'après 
la formule de Prony, pour la solution des problèmes relatifs au mouvement de Teau 
dans les tuyaux de conduite. Ce tableau et un autre du même Recueil, relatif au 
produit de deux nombres, dont l'un doit être élevé au carré, constituent deux ap- 
plications déjà anciennes de Géuniélric aiinmorphique, suivant la méthode imaginée 



IJt. 
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phique dans lequel les paraboles sont remplacées par des droites parallèles. 
L'angle des axes de coordonnées et les échelles de graduation ont été choisis 
de telle sorte que les droites correspondant aux pentes, aux vitesses et aux 
rayons sont respectivement verticales, obliques et horizontales. Les coeffi- 
cients a et j3 variant d'ailleurs avec la nature des parois, Taxe vertical du 
Tableau présente quatre échelles de graduation distinctes, correspondant à 
quatre couples de valeurs de ces coefficients. 

iki. La formule ( i ] représentera la loi d'écoulement dans les tuyaux de 
conduite, si Ton désigne par R le rayon du tuyau, par a et ^ les coefficients 
particuliers à ce cas. On aura donc encore un Tableau de paraboles, trans- 
formable en un Tableau de droites, disposé comme il vient d'être dit. Dans 
les canaux découverts, la connaissance du rayon moyen R ne suffit pas pour 
déterminer la section et par conséquent le débit. Dans le cas des tuyaux , 

par M. Lalamnb. CeUe méthpde était, en effet, connue par V abaque et par le rapport 
de Caocht à rAcadémie des Sciences (11 septembre i843). Cousinert signalait dans le 
même Ouvrage (p. aog) Tanalogie qui existe entre l'anamorphose rcctiligne des 
courbes et le problème de Mebcator et de Wright, consistant à allonger les degrés de 
latitude de façon à remplacer, sur les cartes plates, la loxodromic par un tracé recti- 
ligne. Cette analogie est incontestable, dit M. Lalanne {Méthodes graphiques, etc., 
p. 4o^)« mais a-t-elle joué quelque rôle dans l'invention de l'anamorphose? Les 
saTaols chargés d'en rendre compte à TAcadémie ne l'ont pas pensé. Dans une Lettre 
du i5 août 1843, Lamé, résumant l'opinion de Gaucht, disait: « On peut contester h 
M. Lala?ixb la priorité d'invention relativement à l'emploi du tracé graphique en 
général, mais l'idée des coupes linéaires est neuve, ingénieuse et lui appartient ex- 
clusivement • . En dehors des cas d'anamorphose qui sont traités dans les Mémoires 
déjà cités de l'inventeur, nous signalerons, parmi les applications intéressantes de 
la méthode, l'abaque d'AtCAN pour la transformation des anciens titrages de fils en 
titrages métriques {Traité des matières textiles) \ les abaques de M. Louvel pour le 
calcul de la résistance à la rupture des fers à double T et pour le calcul des intérêts 
composés à divers taux {Portefeuille des conducteurs des Ponts et Chaussées, 4' série, 
n"* 6 et 7); quelques-uns des Tableaux de M. Eue. Pereire sur les questions iV in- 
térêt et d'as4urances ; l'abaque logarithmique proposé par le capitaine Goclier pour 
la correction des erreurs commises dans la mesure approximative des distances au 
moyen d'un inUrument spécial {Mémorial de l'officier du Génie, n*> 18, 1868); les 
abaques de M. A. de Kapteth, pour les calculs des soupapes de sûreté, des machines 
à vapeur, des épaisseurs de tûles pour chaudières {Revue universelle des mines, de 
la métallurgie, etc., t. XL, 1876, a* sem.); les Tableaux graphiques* àQ M. Lévy-Lam- 
bert pour les calculs des ressorts, traduction des formules de M. Phillips en abaques 
de lignes droites {Ann. des Ponts et Chaussées, 1880, a* sem., p. 69); enfin les aba- 
ques de MM. RicouR, Gariel, Chery, cités dans le texte. 

Les publications fuites à l'étranger sur le même sujet par MM. Heriiamn {Dos gra^ 
phische Einmaleins, etc. Braunschweig, 1875), Vogler {Sechs graphische Tafehi zum 
Schnêllrechnen und zum Schnellquotireny etc., Berlin, 1877), Kapteyx {loc, cit.) et 
UEhUEKt {Zeitschr, fur V^ermessungswesen, Stuttgart, 1873, Heft I) ont provoqué de 
la part de M. Lalannb des réclamations de priorité {Méthodes graphiques, etc., p. 398). 

14 
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au contraire, le débit est donné par la relation Q = irR^ii; et comme le 
rayon, la pente et la vitesse sont déterminés en chaque point du plan, la 
dé|)ense Q Test aussi. On pourra donc tracer sur le même tableau les courbes 
d'^al débit. Ces courbes sont sensiblement droites dans le tableau anamoi^ 
phosé que M. CoUignon a établi (') pour le cas de l'écoulement dans 
des tuyaux à parois lisses. Ce tableau permet de résoudre les six cat^ories 
de questions qui consistent à déterminer deux des quatre quantités R, I, u 
et Q en fonction des deux autres. 

II. — Déformation sniTant nn seul axe. Abaque des soupapes du sûreté. 

1&5. On opère quelquefois l'anamorphose d'une figure plane en la défor- 
mant dans la direction d'un seul des axes de coordonnées (^]. On )>eut, par 
exemple, se donner comme condition que tout point D [fig* 98) d*une 

Fig. 98. 




droite OM, obtenue par la transformation d'une courbe OAH, ait même 
ordonnée que le point A qui lui correspond sur cette courbe* 
Considérons Téquatîon 

{ I ) .r' = S". 

dans laquelle q prend successivement des valeurs constantes différentes ; à 
chacune de ces valeurs correspond une parabole, et la suite des paraboles. 



( * ) Cours de Mécanique, etc., PL /. 

(*) Voir Ald. de Kaptetn, Note sur une méthode de graéUuUion représeruant des 
courbes par des lignes droites {Revue universelle des mines, de la métallurgie, des tra^ 
vaux publics, etc. Liège, 1876, 3* sem., t. XL). 
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c'est-à-dire la suite des courbes de niveau fournies par la surface ( i ), 
constitue un Tableau graphique qu'il s'agit de transformer. 
Soient 

deux de ces paraboles ayant même axe et même sommet ù l'origine des 
coordonnées; soient A, D deux paints correspondants situés respectivement 
sur la première courbe et sur la droite cotée OM, qui représente cette 
courlje après la transformation et qui la coupe une seconde fois au point U. 
L'ordonnée du point H prolongée rencontre la seconde parabole, /f =/7X|, 
en un point I. 

Nous nous proposons de démontrer que cette seconde courbô est repré- 
sentée, après l'anamorphose, par la droite 01. 

Soient B le point de la seconde courbe ayant même ordonnée que le point 
A de la première, C et K les iK)ints d'intersection de la droite 01, respecti- 
vement avec l'horizontale du point B et avec la verticale du point D. L'ab- 
scisse des points H et I étant représentée para, nous avons 

— t — s 

GH =7« = ii<7 et 01 =:x\ = ap; 

a 
posant OE = -» il vient 

— -•« rrq -—î np 

AE =— et BE = 

/< n 



On a 


donc 






GH 
GI *" 


AE 
= BE' 


maisy d 


'après 


la 


construction. 


GH 
GL"" 


FD 
^FK 


et, par 


suite. 






AE 
BE"~ 


FD 
FK. 



AE étant d'ailleurs égal à FD, il s'ensuit que BE est égal a FK et que les 
points C et K coïncident. En d'autres termes, le point C de ON a la même gra- 
duation que le |K)int D de OM et le faisceau de paraboles considéré est ana- 
morphose en un faisceau de rayons qui a son centre à l'origine. 

1&6. La construction qui précède peut être simplifiée par l'emploi d'une 
courbe auxiliaire. 

Marquons sur l'ordonnée de graduation FD le point L, tel que FL = 0E« 
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Soient j; et j^ les coordonnées dn point A de la parabole considérée OH» 
X| et Xx les coordonnées du point D de la droite correspondante OM, c le 
coefficient angulaire de cette droite, X et Y les coordonnées du point L. 
On a 

ety par suite. 



(«) 


r* 
T=-, 

1 


{=») 


X ^• 


d'où, en éliminant y. 






x«=1y. 



Le lieu géométrique des points L est donc une seconde piirabole qui a 
pour sommet l'origine et pour grand axe celui des Y. Cette courbe étant 
construite, on déterminera Tordonnée de graduation FD, correspondant n 
une ordonnée primitive quelconque EA, en menant par le point P, situé sur 

Taxe des Y, à la distance OP = OE, une horizontale qui coupera la para- 
bole auxiliaire en un point L de l'ordonnée cherchée. 

t&>7« Considérons, à titre d'exemple pratique^ la formule 



,/ = a.6y/. 



tv 



0,621 

qui sert à déterminer en centimètres le diamètre d des soupapes de sàreté 
en fonction de la surface de chauffe w, exprimée en mètres carrés, et de la 
pression effective p dans la chaudière. 

En attribuant au paramètre p des valeurs constantes successives, on 
obtient un tableau de paraboles analogue à celui que nous venons de consi- 
dérer et Tune des deux constructions précédentes donne l'anamorphose en 
un faisceau de rayons ayant son centre à l'origine. 

III. — Abaques pour le calcul des pontres. 
Itô. Soit la relation 

dans laquelle R est la charge permanente par unité de surface qu'une pièce 
peut supporter, I le moment d'inertie d'une section perpendiculaire à l'axe 



• 
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de la pièce, pris par rapport à une droite coupant cet axe à angle droit, 
n la distance de Taxe à la fibre la plus éloignée de la pièce, z la distance des 
points d*appui, p le poids par mètre courant, uniformément réparti sur la 

pièce. Le rapport - est connu pour une pièce de section donnée. Posons 

8. RI ,, I 

La relation ( i ) devient Qy = p. 

Portons en abscisses les valeurs de /^, en ordonnées les valeurs de^'. 
Le lieu est une droite passant par l'origine. Si l'on donne à C des va- 
leurs successives, on obtient autant de droites remplissant la même condi- 
tion (*), 

Lorsqu'au lieu d'un poids/?, uniformément réparti, on a un poids P au 

Vz 
milieu de la pièce de longueur 2, le moment fléchissant maximum est -j 

et Ton peut encore se servir des Tableaux de droites concourantes dressés 
pour le cas des poids uniformément répartis» à la seule condition de poser 

^ = -7-» d'où P='— 
04 2 



IV. — Abaques à circonférences ponr les foomeanz de mines. 

149. Kous exposerons encore un cas intéressant de transformation ana- 
morphique qui trouve son application dans la construction des abaqaes 
pour la solution des problèmes relatifs aux fourneaux de mines. 

Considérons l'équation 

(l) j:* -h ( I — a") J* — 2a//J=/i'. 

qui, pour x^iy variables, est celle d'une ellipse ayant son centre sur Taxe 
des X [^)' Pour que cette équation représentât un cercle, il faudrait que les 



(*) M. le chef de bataillon Chéiy a ooostruit» d'aprôs ce principe, quinze abaquea 
rectilignes, applicables aux pièces de bois, aux madriers, aux fera A planchera des 
principales usines {Pratique de la résistance des matériaux dans les constructions. 
Paria, 1877. p. 16, planches 7 à 24). 

(') Désignons {fig. 99) par G la charge de poudre placée en dana un fourneau 
de mine, par œ le rayon à la base de l'entonnoir d'explosion AOB, par y la ligne 
de moindre résistance, c'est-à-dire la profondeur de la charge au-dessous de la 
surface horizontale du sol, par g un coefficient qui varie avec la nature du terrain 
et la qualité de la poudre, par a un nombre constant (égal à o,40* Une analyse 
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cocfHcients de x' et de /* fussent egaax. Une graduation convenable des 
axes permettra de remplacer Téquation (i) par une autre qui satisfasse à 
cette condition • 
11 suffira de poser 

(l] y»=(l-.«)j«; 

remplaçant x^ ^^^ ( 0> P^^ ^ valeur tirée de (i ], il vient 



(3) 



x«H-y« — 2 



V I — a* 



/ty — /i« = o, 



fondée sur les résultats d'expériences établit^ entre ces quantités, la relation 
On nommt fourneau ordinaire celui pour lequel le rayon do base de l*entoDnoir 




e&t égal à la profondeur des poudres. On a, dans ce cas particulier, 

x=zf = h et C=^*% 



d'où 



V^x*-»-^"— ajr = h. 



Faisant disparaître le radical et réduisant, on est conduit à l'équation (i) du texte. 
Cette équation est celle de la courbe des bords de Tentonnoir, c'est^i-dire du lieu des 
points tels que A et B, A, et B,, . . ., qui limitent les bords des entonnoirs successifn 
obtenus ayec une cbarge constante C, mais avec des profondeurs de charge Tariable». 
Voir RicovK, Extraie d'un Mémoire tur let minet miliiairet, dans le Mémorial de 
roncier du Génie, n* 21, 1873, p. 3)3 à 339. Le même Tolnme contient toute une 
série de tableaux dressés par le capitaine Ricoca, par le commandant Odillimot et 
par le capitaine Delambrb. Tous ces tableaux ont pour objet la résolution graphiqun 
du problème des mines. 
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Cette équation, qui n*a pas de terme en x, est celle d'un cercle dont le 
centre est sur Taxe des y^ à la distance 

(4) d=.--^h 

de l'origine, et dont le rayon est 



= \/7^ 



Vf —a" 



Si, dans les expressions (s) et (4jf on remplace oc par sa valeur numé- 
rique, qui est 0,4'* ^n a 

y = 0,91 7, d = -^h. 

En inscrivant sur Taxe des y non plus les valeurs de/', mais les valeurs 
correspondantes de /, nous aurons pour coordonnées numériques d!u.n point 
quelconque du cercle des valeurs de x et de y qui satisferont à Téquation ( i ) 
proposée. 

Ainsi se trouve opérée la transformation anamorphique de Pellipse pri- 
mitive en un cercle. 

La valeur gi dey' correspondant à la valeur loo de x^ on eflectuera 
la graduation en portant sur Taxe des /' la longueur gi mesurée sur 
Péchelle des x. Cette longueur, divisée en loo parties égales, donnera les 
divisions pour j. 

En attribuant à h des valeurs constantes successives, on a pour chacune 
de ces valeurs un cercle différent. On vient de voir que Tun quelconque 

de ces cercles a son centre sur Taxe des r, à la distance absolue -^ h de 

t 



Torigine ; mais, d'autre part, l'unité de longueur du même axe est 
Le centre de chacun des cercles est donc sur la division marquée de la va- 
leur numérique - qui le caractérise. 

Si l'on fait, dans Péquation ( 1 ], / = o, on trouve x = A ; d'où il suit 
que Tun quelconque des cercles passe par la division de l'axe des x numé- 
riquement égale à la valeur correspondante de k. Les axes étant ainsi gra- 
dués, on obtiendra l'un quelconque des cercles du tableau graphique 
{/ig. 100), par exemple, celui qui correspond à la valeur 6 de /i, en prenant 
pour centre le point marqué 3 sur Taxe des jr et pour rayon la droite qui 
joint ce point au point marqué 6 sur l'axe de x. Ce cercle sera coté 6. 

La formule des mines n*ayant plus d'application lorsque x dépasse 3/, 
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on pourra arrêter tous les cercles à leurs points d'intersection avec la droite 
o A déterminée par Téquation x z= 3jr. Les distances de ces points d'inter- 
section à l'origine sont proportionnelles aux cotes des cercles marquées sur 
Faxe des X. II résulte, en effet, de la construction, que dans les triangles tels 
que M 02, M'069 semblables et semblablement placés, les côtés, tels que 
M 2, M' 6, constituent un faisceau de rayons parallèles qui coupent les 
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transversales oA, oX, suivant deux ponctuelles semblables (G. 57). On 
voit aussi par là que l'origine est un centre de similitude commun à tous les 
cercles. 

V. — Abaqne des piles. Gradnationfl d'axes parallèles. 



150. Soient G l'intensité du courant produit par l'accouplement en ten^ 
sion de n éléments égaux, orientés dans un même sens, R la résistance du 
circuit interpolaire, r la résistmce d'un seul élément, c l'intensité du cou- 
rant avec un seul élément et pour le même circuit. Si l'on pose 



R C 

r c 



on a la relation 

(I) 



J' 



//(x-4- l) 



n 
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qui sert à dëterminer l'une des trois quantités x^y^ /i, quand on connaît 
les deux autres. 

La nature du problème ne permet de considérer que les valeurs posi- 
tives de ces quantités, c'est-à-dire des coordonnées de rhyperboloide re- 
présenté par la relation ( i ] ; n ne peut d*ailleurs désigner qu*un nombre 
entier d'éléments. 

Si, le plan des xy étant supposé horizontiil, on attribue à n des valeurs 
constantes successives, on obtient, comme lignes d'égal élément, des hyper- 
boles dont les principaux caractères résultent de ce que, pour les valeurs 

x=o, / = o, * = X, ^ = 00 

attribuées à l'une ou à l'autre variable, on a respectivement 



jr=i, X — — I, jr^=ny xz=z 



/i. 



Conséquemment [fi^* loi), toutes les hy|3erboles coupent l'axe des y au 
point I , l'axe des x au point — i , et chacune d'elles a pour asymptotes 
les parallèles aux axes dont les coordonnées sont jr =.n^ x=z — /i. Dans 

Fig. loi. 



•J 



j^ 



1 




■^ 



I \ 
» I 

le cas où /i = I , l'hyperbole se réduit aux deux droites x-=. — 1,^ = 1. 
Enfin, la bissectrice de l'angle des axes de coordonnées est un axe commun 
à toutes les courbes. 

Un tableau de ces hyperboles cotées permettrait de résoudre par 
simple lecture l'un quelconque des trois problèmes auxquels l'équation (i) 
donne lieu. Mais on peut substituer à ce tableau de courbes un abaque de 
droites, soit par l'un des moyens déjà indiqués, soit par la disposition 
suivante (*). 



(*) C.-M. Garibl, Discussion graphique de la formule des piles, dans Y Électricien^ 
revue générale d'électricité^ t. 1, p. ao, Paris, avril 1881. 
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151. Soient [fig* loa) deux axes parallèles, PN, QX, coupés par ooe 
transversale PQ, et supposons que, n et x étant donnés, on veuille déter- 
miner X' Prenons, sur PN, PA = /i et, sur QX, QB = jr, QC = x -+- 1 . Joi- 
gnons QAy PB, PC; menons par le point d'intersection D de QA et de PB 
la parallèle £F aux axes et par le point P la parallèle PL à QA. Le faisceau 

Fig. loa. 




P (GBQL), coupé par les transversales parallèles CL, FR, donne immédiate- 
ment (G. 57] 



EF 



ti 



d'où 






ce qui est bien la valeur de j* donnée par Téquation (i). 

On pourra donc aisément, au moyen de deux axes, qu'il sera commode 
de choisir perpendiculaires à PQ et de compléter par un quadrillé à divi- 
sions entières équidistantes, tracer et coter les deux faisceaux de rayons 
P» Qf qui complètent l'abaque rectîligne de l'équation proposée (']. 



(*) On pourra, d'ailleurs, tirer directement de cet abaque les mômes déductions 
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Si les n éléments considérés, an lieu d'être accouplés en tension, étaient 
montés en dérivation ('), la relation entre les nouyelies quantités G, c, 
R, r, n serait encore donnée par Téquation (i), à la seule condition de 

r 

poser X = -~ • Le même abaque pourrait donc servir, pourvu qu'on eût 
fil 

r R 

soin de lire sur Taxe QX les valeurs x = - au lieu des valeurs .r =r — • 



TI. — Abaque des lentillea. — Transformation perspective d'une 

anamorphose. 

152. L'équation 

/ X III 

^ ' X y n 

est la relation qu'on établit, dans les miroirs et dans les lentilles sphé* 
riques, entre les distances x et j^ du miroir ou de la lentille à deux foyers 
conjugués et la distance focale principale /i, déterminée par la position que 
prend Tun des foyers quand son conjugné est à l'infini. 

Si l'on gradue deux axes rectangulaires en prenant pour coordonnées 

a=:-9 p=:~)on obtient [fi^* io3) un abaque de lignes droites, dans 

X y 

lequel les valeurs de - doivent être lues sur les obliques à 4^**- Vi^\% cette 
disposition présente deux inconvénients : d'une part, en effet, les valeurs 



théoriques que de l'équation elle-même et de sa traduction géométrique donnée par 
la^. 101. 

Supposons, par exemple, que, la droite QA restant immobile, les rayons PB, PC 
pirotent autour du point P, sous la condition que le se^^inent CB soit toujours égal 
à l'unité. Lorque PB coïncidera avec PQ, EF et BG coïncideront tous deux, en direc* 
tion et en grandeur, ayec Qi, d'où il suit que, pourx = o, ^ = i. Si le mouTement 
continue jusqu'à ce que PC coïncide avec PQ, EF et BC coïncideront avec Q( — i); 
done, pour/ =: o, x = — i. SI B devient le point à TinOni de QX, le point E se con- 
fondra avec P, le point F avec A, ce qui revient à dire que, pour a; ss œ , j = 17. Si 
PB, continuant à pivotor, vient prendre la direction parallèle à QA, EF devient la 
droite à l'infini du plan et, pour ^ = 00 , on a x = QL = — n. Enfin, quand n = i, 
on a toujours QC = LB et, par suite, / = n = i. 

Notons en passant que la valeur de j est donnée (33) par le segment OX de la 
Jig. 34t quand on fait 

AO = AQ = ir, OB = /i, BD=ri. 

( * ) Voir Mabcbl DkPiiiz^ Théorie graphique des machines dynamo~électriques, dans 
la Lumière électrique. Journal universel d électricité, n* 71) Paris» décembre i88i« 
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croissantes de jr et de j^ fournissant des valeurs décroissantes de u et de 9^ 
les divisions deviennent de plus en plus petitesi, à mesure qu*OQ se rap- 

Fig. io3. 




proche de l'origine; d*autre part, la position des valeurs comprises entre 
deux lignes consécutives ne pouvant pas être fixée par une interpolation pro- 
portionnelle, le tableau serait d*une lecture difficile dans la plupart des cas. 
On supprime ces inconvénients en construisant [fig. io4) un second 
tableau, qui est une anamorphose perspective du premier (*). 



( * ) Voir Gariel, Trantformation perspective d'une anamorphose relative à la for» 
mule des lentilles, dans le Compte rendu de la b* session de l'Association franciùse 
pour l'avancement des Sciences, Congrès de Clarmont-Ferrand, 1876, p. i^o. 
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Imaginons qne l'une des obliques de lafig. io3, Toblique cotée 1 1, par 
exemple, soit la trace, sur le plan horizontal de cette figure, d'un plan ver- 
tical qui est représenté par la droite PQ dans la coupe verticale suivant OP 
[Jig, io4, à gauche) de \^fig. io3. Si, d'un point S, pris arbitrairement 
sur la verticale élevée à l'origine O, on projette la fig. i o3 sur le plan PQ, 
on obtient, comme projection de Tabaque pripiitif, un nouvel abaque re- 
présenté à droite de PQ dans la fig, 104. La charnière 1 1 et le point P se 
projettent sur eux-mêmes. Le point à l'infini de Taxe des v^ centre du 
faisceau de rayons parallèles à cet axe, se projette à l'intersection V de la 
ligne d'horizon UV et de la verticale au point coté 1 sur Taxe des <>. Le 
point V devient, par conséquent. Je centre du faisceau de rayons concen- 
triques Y (1234* •••]> suivant lequel se projettent les parallèles à Taxe 
des V. Le point U est pareillement le centre du faisceau, symétrique au 
précédent, suivant lequel se projettent les droites qui étaient parallèles à 
Taxe des u dans la figure primitive. Quant aux obliques à 4^''> ^^l^s se 
projettent évidemment suivant des parallèles à la charnière; mais leurs 
écartements varient proportionnellement à /i au lieu de suivre la loi de 
décroissance inverse dont nous avons signalé le double désavantage. Les 
triangles semblables SOMi, MQS donnent, en effet, 

OMi . QM = OS . OP = const. 

QM varie donc en raison inverse de OMj, c'est-à-dire en raison directe 
de /f . On vérifie sur la figure que les écartements décroissants des obliques, 
ayant pour cotes deux nombres entiers consécutifs, sont remplacés par des 
écartements égaux entre eux et dont la mesure est donnée par l'élévation 
du centre S au-dessus du point O. Dans ces conditions, si l'on cherche, par 
exemple, la valeur EF de /?, donnée par deux rayons U3, V2 dont Tin- 
tersection est comprise entre deux parallèles consécutives, 1 1 , 22, on aura 
la fraction qui doit être ajoutée au nombre i, lu sur la parallèle supérieure, 
en effectuant, à vue ou graphiquement, lé partage proportionnel de la dis- 
tance qui sépare les parallèles 1 1, 22. 

153. L'équation (i), qui peut être mise sous la forme 

(2] /i(j?4-7) =^7, 

représente une hyperbole équilatère rapportée à deux axes rectangulaires 
passant par un des sommets. Les asymptotes, parallèles aux axes, se cou- 
pent au jMÛnt dont les coordonnées sont .v z=ijr =zn. Le second sommet a 
pour coordonnées «c = ^ = 2/î. 

(^uand on suppose n variable, les sections planes pratiquées dans la sur- 
face [2), parallèlement au plan des xjr^ et projetées normalement sur ce 
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plan, donnent un abaque d'hyperboles équilatères ayant ua sommet 
commun et le même axe principal. 
Si l'on pose 

ce qui revient à prendre pour variables les distances des foyers conjugues 
au foyer principal, Tëquation (2) devient 

(3) ztz=n\ 

Toutes les hyperboles sont alors rapportées à leurs asymptotes com- 
munes et forment un abaque analogue à celui de la Table de Pythagore ( 103 )• 
Cet abaque peut à son tour être anamorphose en un autre rectiligne par le 
procédé de graduation logarithmique précédemment indiqué (130). L'é- 
cartement des parallèles relatives aux valeurs de n varie alors, non plus 
en raison inverse ou directe de /t, comme dans les deux figures précé- 
dentes, mais en raison directe de ^logn. 

On peut enfin, par un procédé analogue à celui du n^ 151, construire 

l'abaque rectiligne de la Jig, io4 sans passer par la^f^. io3. On prend à 

cet effet [Jig, io4) UN = a*, VM =jr et, par le point d'intersection F de 

UM et de VN, on mène, parallèlement à UN, le segment FE, qui est Li 

valeur correspondante de //. Si l'on prolonge, en effet, FE et UN jusqu'à 

leurs points d'intersection K, L, avec la parallèle menée par le point Y à 

UM, on a 

FE _NU 

FK "" NL' 

c'est-à-dire, d'après les données de la construction, 

.rv 
FE = — ^ — = /i. 

On peut rattacher directement cette construction à l'équation (i), consi- 
dérée dans sa forme piimitive, en prolongeant VU et £F jusqu'à leurs 
points d'intersection R et H avec BIN. Chacune des diagonales du quadri- 
latère UM VNR 00 étant divisée harmoniquement par les deux autres ( G. 32 J, 
on a, d'une part (G. 35), 

EU = 2EF 
et, d'autre part (G. 39), 

I I 7. 

ûr"^ vr""Er^ 

divisant tous les termes par tangVRM et faisant UN = x, VM = j, il 
vient 

I 1 1 
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TII. — Appllcatioii de Tanamorphou à dsa loii dont l'expressioi) 
nutliéinatique n'est pas connue. 

iik. Certaines lois naturelles peuvent être «x|>rimëes mathëmatique- 
ment ea fonction d'éléments variables, qui dé|)endent eux-mêmes d'autres 
variables déterminées par de simples relevés numériques dont la loi gé- 
nérale est inconnue. L'anamorphose est encore applicable dans ce cas, 
|>ouryu que les termes numériques soient suffisamment rapprochés. 

Supposons, par exemple, qu'une table numérique, se rapportant à une 
jtopulatioa détermiaée, donne le nombre des individus dont V&ge est in- 
ri'rieur, ou tout au plus ^al h i, a, 3, . . ., x années. Il s'agit de con- 




struire, sans autres doonées, un tableau graphique qui Tasse connaître le 
nombre s d'individus compris entre deux âges quelconques, x, et j-,. 

Soit/, le nombre d'iudividus dont l'Age est compris entre o et jr,,ji le 
nombre de ceux dont l'âge est compris entre o et *,. On ne connaît pas la 
forme des fonctions j-,=/( a;,), 7, =/(j:,), mais on a, entre l'inconnue î 
et les données j-i, y^ de la statistique, la relation 



»=Ji— -*■>■ 



i sont des droites 



c'est-à-dire l'équation d'un plan dont les lignes de n 
parallèles. 

La _fig, io5, construite d'après ces considérations, empiunte ses élé- 



224 CALCUL GRAPHIQUE. -• ARPENDfCB DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE VI. 

ments numériques au tableau dressé par DemontferraDd pour la réparti-, 
tion de la population française mâle en i833. On a porté sur les axes, n 
raison de 4""™ par million de sujets mâles, des longueurs proportionnelles 
aux nombres j de ces sujets, dont Tâge est compris entre o et x années. 
On a inscrit comme cotes sur les mêmes axes, non les valeurs jr des coor- 
données réelles, mais les valeurs correspondantes de j?, relevées sur la 
table numérique. Pour obtenir le nombre d'individus compris entre deux 
âges déterminés, il faut suivre Thorizontale correspondant au plus petit 
âge jusqu'à la rencontre de la verticale correspondant au plus grand. La 
cote de l'oblique sur laquelle on est ainsi conduit exprime en millions le 
nombre cherché (*). 

B. — RÉSOLUTION GRAPHIQUE DES ÉQUATIONS (*). 



YIII. — Résolution de n équations du premier degré à n inconnues 

par les méthodes de fausse position. 

155. Deux points, U, V {/îg, io6), se déplacent respectivement sur 
deux droites n^ v^ sous la condition que la distance x du pi;emier a une 



(*) Lalajimb, Méthodes graphiques, etc., daos les Notices réunies par les soins du 
Ministère des Travaux publics pour l'Exposition de Melbourne, Paris, i88o, p. 374» 
On trouve dans ce Recueil (p. 376-379) trois abaques du même auteur sur les pro- 
babilités do vie, avic anamorphoses successives. Ces constructions avaient déjà eie 
indiquées dans le Mémoire sur les Tables graphiques^ etc., publié en i846. Les 
Notices précitées contiennent aussi (p. 430-4^3) deux intéressants abaques de 
M. Edouard Collig7(o?i pour les formules 

tan[;>k tanpD = — cosH et siiiD = cosX cosco. 

Le premier de ces abaques donne, en fonction de la latitude X et de la décli- 
naison D, les heures du lever et du coucher du Soleil pour un point quelconque du 
globe terrestre et pour une époque quelconque de Tannée. Le second donne les 
angles azimutaux du lever et du coucher du Soleil; étendu et complété, il pourrait 
servir à résoudre à vue u*^ triangle sphérique rectangle. La théorie de ces diagrammes 
avait déjà été donnée par Tauteur dans une Note sur la résolution^ au moyen de 
Tableaux graphiques, de certains problèmes de Cosmographie et de Trigonométrie sphé- 
rique (^Nouvelles yinnales de Mathématiques, 2* série, t. XVIII, Paris, 1879). Dans une 
seconde Note sur la résolution, au moyen de tableaux graphiques, de certains pro- 
blèmes de Cosmographie (Nouy. Ann. de Mathématiques, 3* série, t. I, 1882), M. Col- 
LiCRO!! indique remploi du même tableau pour déterminer l'heure du passage du 
Soleil dans le plan vertical Est-Ouest. Il montre aussi comment le diagramme peut 
être complété de manière à tenir compte de la durée du crépuscule. 

(^) Voir Cn.iSLES, Traité de Géométrie supérieure, 2* édit. Paris, 18S0, p. 2oj- 
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rigine fixe 0, prise sur u^ et la distance y du second une origine P, 
prise sur p, soient toujours liées par la relation 

(l) >jr -h ^J -f- V zr= o. 

Considérons deux positions du point U, situées aux distances x^ et x^ de 

Fig. io6. 
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Torigine O, et les deux positions correspondantes du point V, situées aux 
distances y^ et /, de P. Nous aurons 

>J-l -h a )-, -f- V == G, 
>T,4- uj-jH- v = o; 



21 3. — G. FoURET, Comptes rendus de l'Académie des Seirnces, t. LXXX, p. 55o, cl 
Bulletin de l'Association française pour l'ai'ancement des Sciences ^ Congrès de Nantes, 
1875, — BmOT et BoDQCET, Leçons nouvelles de Géométrie tinalytique^ a* édit., p. 234- 
24 '|. — Desboves, Questions de Géométrie, Paris, 1870, p. 393-299, et Questions 
de Trigonométrie, Paris, 1871, p. 71-78. — Db Hoos, Aperçu cinématique sur les 
différents systèmes de tiges articulées, etc., traduit par Ald. Kapteyx, dans la Revue 
universelle des Mines, etc., 1877, ^* sem., p. 11-17. — Lalakme, Géométrie arithmo' 
graphique. Exposé d*une nouvelle méthode pour la résolution des équations numé' 
riques de tous les degrés {^Comptes rendus de V Académie des Sciences, t. LXXXI, 1875, 
p. 1186-1188 et 1343-1246; t. LXXXII, 1876, p. 1487-1490). — Sur la méthode géO' 
métrique pour la solution des équations numériques de tous les degrés {Comptes 
rendus de l* Académie des Sciences, t. LXXXVII, 1878, p. 157-159). — Méthodes gr a» 
pkiques pour l'expression des lois empiriques ou mathématiques, etc., dans les Notices 
réunies par le Ministère des Travaux publics pour l'Exposition de Melbourne, Paris, 
1880, p. 386-392. 
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d'où 

et 

(9.) -i- ._! ^ _ '- — const. 

Les points U et V ilccrivcnt donc, sur les droites u et Vy des ponctuelles 
semblables (G. 57). 

Lorsque u et v sont parallèles, ce qui est le cas de la figure^ les deux 
ponctuelles ont, comme élément uni, le point à Tinfini de ces droites; elles 

sont par conséquent (G. k^) des sections d'un même faisceau de rayons, 

II 
dont le centre S partage dans le rapport — ^ la distance MN, comprise 

entre les deux parallèles. 
Le rapport 

u X IV 

— r- rr: - H 

est d'ailleurs égal à la limite vers laquelle tend le rapport - lorsque, le 

rayon mobile UV s'approchant de plus en plus de la position 5, les deux 
variables x et j grandissent indéfiniment sans cesser de vérifier la rela- 
tion (i). Pour trouver la position de la droite s qui contient le point S, il 
suffira donc de supposer x ti y infinis et de chercher la limite de leur 
rapport. 

I^a distance MN étant quelconque, on pourra toujours assujettir le 
centre S du faisceau projetant à se trouver sur une droite donnée 5, 
parallèle à u et à c II suffira que la droite p, par exemple, étant supposée 
fixe, la droite u soit déplacée parallèlement à elle-même de la quantité 
nécessaire pour que les distances de 1/ et de c à j soient dans le rapport 

156. Dans le cas particulier où MN = o, les trois droites .f, 1/, i> coïn- 
cident [fig* 107), et les deux ponctuelles sont superposées (G. 42). Elles 

Fig. 107. 

ll| MA II2 
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î -1 : r^ r _ 

P Va B N V, 

sont d'ailleurs opposées ou concordantes (G. 4-8) selon que le rapport de 
similitude — ^ est positif ou négatif, c*est-à-dire selon que la droite u, 
avant de coincider avec c, était ou n'était pas séparée de v par s. 
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157. On peut superposer les droites u et p de telle manière que les ori- 
gines et P se confondent. Les points correspondants A et B, qui étaient, 
avant le déplacement, sur le rajon du faisceau S parallèle à la droite OP, 
coïncident après le déplacement et constituent un élément uni AB des deux 
ponctuelles. On construira cet élément, si l'on connaît deux points corres- 
pondants quelconques Ui, Vj, en divisant la distance UiVi dans le rapport 
de similitude. La distance m du point AB à l'origine OP, exprimée en 
fonction des dislances des points correspondants Ui et Vj à la même ori- 
gine, est d'ailleurs donnée par la relation 

m = ; 9 



qu^on obtient en faisant 

dans la relation (2] du n° 155. 

158. Nous pouvons exposer maintenant les méthodes dites de fausse 
position géométrique, proposées pour résoudre un système d*équations 
du premier degré à plusieurs inconnues. 

Considérons d'abord un système de n équations du premier degré de la 
forme 

\^y -f- fxj3 -i- V, = o, 



\f^v -h /x,jJ: 4- V;j=: o. 



Supposons que jc soit remplacé par œ' dans la dernière équation, et attri- 
buons à X, dans la première, une valeur arbitraire x^^ à laquelle corres- 
pondront des valeurs déterminées des variables j^, z, . . . , t', •»?'. Pour que 
X fût une racine des équations proposées, il faudrait que cette valeur rendit 
la dernière équation identique, c'est-à-dire qu'on eût jc' :=zx^. 

Cela posé, considérons les variables jt, j, 2, . . . , c, x' comme représen- 
tant respectivement les distances d'une suite de poiqts X, Y, Z, . . . , V,X', 
mobiles sur une droite, à un point fixe de cette droite. La première équa- 
tion assujettit les points X et Y à décrire deux ponctuelles superposées 
semblables (156); la deuxième établit la même condition pour les 
points mobiles Y et Z, . . . , et ainsi de suite jusqu'à la dernière, qui ex- 
prime que les points Y et X' décrivent aussi sur la droite considérée deux 
ponctuelles semblables. La première et la dernière ponctuelle de cette 
suite, décrites respectivement par les points X et X', sont évidemment 
semblables^ et l'cm voit immédiatement que leur point uni, satisfaisant à 
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la condition .r'=r X|, fournira la racine x des équations proposées. Il D*y 
aura qu'un seul point uni à distance Gnie, le second étant, par suite de la 
similitude, le point à l'infini de la droite. 

I^ résolution des équations proposées se réduit donc ù construire le 
point uni de deux ponctuelles semblables superposées. 

Soient a' et b' les valeurs de x qu*on déduit de la dernière équation, 
quand on attribue successivement à x les valeurs a ei b dans la première. 
On porte sur une droite [fig. io8), à |>artir d'un point O pris pour ori- 
gine, et en tenant compte des signes, des segments 0A| OB, OA'i OB', 

Fig. io8. 
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respectivement égaux a a, b^ a\ b' , Le point uni M à déterminer devant 
satisfaire à la condition générale de similitude, on a 

AM MB 





A'M MB' """'^-^ 


d'où l'on tire 






OM OA OB OM 




OM — OA' OB — OM' 


ou 






.r — a b — X 




jL — a' "~ b'-^x' 


d'où 






ab' a'b 



et, identiquement, en écrivant deux fois au numérateur le produit ab 
avec des signes contraires et réduisant, 

a[h'-^b]^b{a'-n] 



X -~ 



[b'-b)-~^a'-ai 

La différence a' — a -- a entre la valeur de x, déduite de la dernière 
équation, et la valeur correspondante arbitrairement attribuée à x dans la 
première, j)eut être considérée comme Terreur commise en adoptant 
la valeur d'essai a. Pareillement, b' -^ b =: ^ est l'erreur relative à la 
valeur d'essai ^. On a donc la relation 

fl 6 — bu 

X = ? 

cfui est la formule connue de la règle de fausse position. 
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La méthode est applicable à n équations quelconques du premier degré 
à n inconnues, alors même que chacune de ces équations contient plus de 
deux inconnues; il est, en effet, toujours possible de ramener, par voie 
d'addition, ces équations à la forme de celles que nous venons de consi- 
dérer. 

159. La construction qui va suivre, indiquée par M. Fouret, présente 
l'avantage de déterminer du même coup, et non plus isolément, les valeurs 
de toutes les inconnues. 

Considérons le système de n équations à n inconnues 

Ajoutons à la dernière équation le terme ^«+iX;,+,, produit du coef- 
ficient a„^j par une (/i H- i)»*"» inconnue. 
Cette équation devient 

et elle constitue, avec les n — i précédentes, un nouveau système que 
nous désignerons par ( & ) . 

Si l'on attribue à :r, une valeur arbitraire, dans la première équation du 
système (^), cette équation permet de déterminer une valeur correspon- 
dante de x^. Les valeurs de .^i et de jr„ substituées dans la deuxième équa« 
tion, déterminent une valeur de x,, et ainsi de suile, jusqu'à ce qu'enfin 
les valeurs de .r;j_, et de .r^, déterminées de la même manière et substi- 
tuées dans la dernière équation (6), conduisent à une certaine valeur de 
•^/i-f-i- Cette valeur serait nulle, si la valeur arbitrairement attribuée à j:, 
était précisément celle qui doit satisfaire au système proposé («). Ce serait 
là un fait de hasard; mais la méthode consiste à déduire graphiquement 
les vraies valeurs des inconnues des valeurs qu'on leur a d'abord fausse- 
ment attribuées. 

Soient (y?^. 109) «i,Wi, ••.>"/n-i» n, -\- \ droites panillèles, coupées 
orthogonalement par un axe 00, Portons sur «j, à partir de l'origine Oi, 
un segment Oj Uj égal à la vbleur arbitrairement attribuée à j*i et, res- 
pectivement, surx/,, «3, ..., w„+i, les segments 0^U„ OjUj, ..., 0;,4.iU«4.i, 
égaux aux valeurs de .^1, j^^, . . ., J^n+n déterminées par x^^=l OiUi, Nous 
obtenons ainsi les sommets d'une ligne polygonale de fausse position, 
Ui Uj . . . U,,4-i. 
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On reconnaîtrait immédiatement, en éliminant entre les équations [b] 
toutes les inconnues moins deux quelconques consécutives, x^, x^+j, que 
celles-ci sont liées entre elles par une relation linéaire de la forme 



(-) 



\,rp -f- iLXp^i -h V = o ; 



d'où il suit (155) qu'en portant sur «i, à partir de Taxe 00, une suite de 

Fî(j. 109. 
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valeurs arbitraires de .rj, et sur les autres parallèles, à partir an même 
axe,- les suites correspondantes de valeurs respectivement déterminées pour 
les autres inconnues, on marquerait sur ces droites les points correspon- 
dants de /? + I ])onctuclIes semblables, dont les couples successifs 



«l«j, l/,l/3, 



u„n 



n "/H-l 



sont reliés respectivement par les faisceaux de rayons Si, S,, . . ., S„. Un 
système de points correspondants, donné par une valeur quelconque 
de.rj, autre que OjUi, fera connaître les sommets d'une seconde ligne po- 
lygonale telle que UiUj ... U^h-i, et les deux lignes se couperont aux 
centres S,, S,, . . ., S^, des faisceaux. Parmi les lignes polygonales passant 
par les centres ainsi déterminés, il en est une qui limite, sur les parallèles, 
des segments égaux aux valeurs des inconnues qui satisfont aux équations 
proposées : c'est celle qui, aboutissant à l'origine O^+i, annule l'inconnue 
auxiliaire ar„^.| introduite dans la dernière équation. Il suffira, pour la 
construire, de tracer successivement les rayons O;,^., S„ coupant U„ au 
point M„, Mrt S;,_>,, coupant ««_, au point M„_i, ..,, Mj Sj, coupant 
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Ux au point M}. Les valeurs des inconnues sont alors représentées, «i réchelle 
de la figure, par les segments OiMi, O^Ms, . . . , 0„M;,. 

160. On peut déterminer les centres des faisceaux au moyen d'une seule 
ligne polygonale de fausse position en remarquant (155) que les distances 
de l'un quelconque de ces centres, S^ par exemple, aux parallèles Up^ w^+, 
qui le déterminent, sont entre elles dans le rapport particulier 



-Ç^rlim. 



relatif à l'équation de forme (c) qui lie entre elles les inconnues Xp^ ^jh-\^ 
On divise, en conséquence, les deux membres des équations (6) respecti- 
vement par j?!, Xj, . . . , jr„; on fait tendre toutes ces variables vers Tinfini; 

on change les signes des rapports rj = lira — ? . . , r^ = lim — — ? . . . , et 

les équations ( h ] deviennent, à la limite, 

■— 2(«, -h «,) -f-fl^jT, r= O, 
— — 2(«j4- «3) -h fljrj^r O, 



'rt— 1 
d'où l'on tire successivement les rapports suivant lesquels les segments 

OiO„ OjOa, ..., 0^0„^i 

de Taxe sont divisés aux points Pj, Pj, . . ., P« par les parallèles au sys- 
tème de droites m, menées par les centres S,, Sj, . . , 8,4. On a, en effet, 



«1 



Ti =: 2 h 2, 



«s 






2i 



\ '•/l-l/ «/H 



4- 2. 
/i+l 



Les points P étant ainsi déterminés, on mènera les parallèles Pi S,, 
P,S„ ..., qui rencontreront la ligne polygonale MiM} . . . M„+i aux 
centres cherchés. 

On a vu (155) que la distance entre deux quelconques des droites u 
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étant iriiléterminée, il suffit, pour assujettir un centre quelconque, tel que 
Spy c'i se trouver sur une droite donnée 5, parallèle aux droites u, d'assi- 
gner à lip^ij que Ton trace après Up, une position telle que le rapport 
des distances de w,. et de. l/p^.^ h la droite s soit égal à r^. On pourra 
donc, en satisfaisant à cette condition pour toutes les droites a, assujettir 
les centres de tous les fuisceaux projetants à s'aligner sur la dix>ite ' ('). 

IX. — Résolation des équations da second degré. Méthode de Chasles. 
161. Soient [fig. 1 10) OX, OY deux droites fixes, coupées en X et en Y 

Fig. 110. 
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par le rayon mobile SY d'un faisceau S. Si Ton désigne par <?, A, d les sinus 
const^ints des angles SOX, XOY, SOY, par c, /n, n les segments con- 
stants OS, OM, ON, par .r, y les segments variables MX, NY, on expri- 
mera que la surface du triangle SOY est égale à la somme des surfaces des 
triangles SOX, XOY, au moyen de la relation 

ar(/w4-J^) -^ h[m-^ x)[n -+-^) — ctl[^n -4-7) =0, 
soit, après réduction, 

(i) ajr^4-^jc-i- 7J--t- (?= 0. 



(') La méthode s'applique évidemment à des équations moins simpliflées et, no- 
tamment, au système de n équations contenant chacune les n inconnues, système que 
M. FoL'KiT a considéré dans sa Communication précitée au Congrès de Nantes. Nous 
avons choisi le système des équations («i ), parce qu'on y e^t conduit dans la solu- 
tion d'un important problème de Statique appliquée. Voir Fouret, DétermÎRation 
graphique des moments de flexion d'une poutre à plusieurs travées solidaires, daus 
les Annales des Ponts et Chaussées, 187G, i" sem., p. /j^S. — Sacheri, Determinazione 
gra/ica dei moment i injlettenti sugli appoggi di un ponte a piit travate, Torino, 187.5. 
— CoLLiGMON, Cours de Mécanique appliquée aux constructions. Résistance des ma^ 
tériaux, p. 30;. 
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Xet T clant (G. kO] les points correspondants de deux ponctui-Iles per- 
s])ectiveSy si Ton fuit coïncider en même temps les lieux de ces ponctuelles 
et les points d*orij^ine M et N, on obtient deux ponctuelles projcctives super- 
]>osées dont les couples de points correspondants, rapportés à l'origine 
commune MN, ne cessent pas d'être liés par Têquation (i). Ces ponc- 
tuelles ont, en général, deux éléments unis (G. 4-3) déterminés par la con- 
dition X = r. L'équation (i) devient alors 

(ît) «x»-l-(p-+'7).r 4-0 = 0. 

On obtient donc les racines d'une équation de la forme (2) en construi- 
sant les points unis des ponctuelles projectivcs déterminées par l'équa- 
tion (i] et en mesurant les distances de ces points à Torigine (^). 

162. Soient maintenant les deux équations 

xjr -\-\x -f- f*r -f- V = o, 
jrx 4->,j-+- p,j;-^ vi= o. 

Remplaçons, dans la seconde, x par une autre variable x^. Nous aurons 



(*) On marque, à cet eflet, sur une droite, trois points Xj, X,, X,, dont les dis- 
tances à l'origii.e fixe O représentent trois valeurs arbitrairement attribuées à x dans 
réquation (i), puis trois autres points Y,, Y,. Y,, déterminés par les valeurs corres- 
. pondantes de ), déduites de la même équation. On décrit ensuite quatre circonfé- 
rences sur les segments X, Y,, X, Y,, X, Y^, X^Y,, pris comme diamètres. Les points 
d'intersection des deux premières et les points d'intersection des deux autres ap- 
partiennent à la circonférence décrite sur le segment des points unis. Soient, en 
effet, E, F ces points. La forme X, X^EF est projectivc à la forme Y, Y, EF et, par 
suite aussi, à la forme Y^YiFE (G. 50, 51). En égalant les rapports anharmoniques 
auxquels la première et la troisième forme donnent lieu, on véritie (G. 196) que les 
points E, F sont en involution avec les deux couples de points correspondants 
considérés. On vérifierait la même condition pour les deux formes obtenues on sub- 
stituant, dans les précédentes, le couple X, Y3 au couple X, Y,. Do là les construc- 
tions indiquées dans le texte. 

Ces constructions se réduisent à la détermination d'une moyenne proportionnelle 
entre deux segments lorsque, faisant passer les points X^ et Y, à l'infini, on prend 

ovt.ox,, 

' 2 

Si Ton représente alors OY, par^,, OX, par Xj, 0X3= ' • ' par u et OYj par ♦», 
les racines cherchées sont 



'2 



a3f CALCUL GRAPHIQUF. — APPENDlCK DIT TR\DL'CTEUIl AU CHAPITRE VI. 

On peut supposer que les trois variables jt, j, X| représentent les dis- 
tances de trois points X, Y, X^, mobiles sur une droite, à une origine fixe 
prise sur cette droite. La première équation exprime alors (161) que X 
et Y sont les points correspondants de deux ponctuelles projectives super- 
posées et la troisième que les points X| et Y sont liés entre eux par la 
même condition. Il s'ensuit (G. ^-Ij que les ponctuelles décrites par les 
points X et X, sont aussi projectives entre elles, et, comme le système pro- 
posé ne peut être satisfait que pour x = arj, les valeurs cherchées de x se- 
ront données par les distances des deux points unis XXf à l'origine com- 
mune. 

Les valeurs de jr s'ensuivront naturellement. 

163. La même méthode peut être étendue à un nombre quelconque 
d'équations de la forme précédente 

xjr -{-Ix -h iijr -f- V = o, 



PX -h ^-/i t' -h fA/t* -J- v„ =^ O. 



Si Ton considère les variables x, j, s, . . . comme représentant des 
segments portés sur une même droite, à partir d'une origine commune, 
chacune des n équations détermine deux ponctuelles projectives. Toutes ces 
ponctuelles sont ])rojectives deux à deux; en particulier, celles qu'on dé- 
terminera en attribuant à x une suite de valeurs arbitraires dans la pre- 
mière équation et en doduisimt la suite des valeurs correspondantes de x 
dans la dernière, donneront, par leurs points unis, les valeurs de x satis- 
faisant au système pro[>osé. 

En combinant les équations de ce système par voie d'addition, on pour- 
rait les remplacer, en tout ou en partie, par d'autras équations équivalentes, 
dans chacune desquelles figurerait un nombre quelconque des n variables. 
La méthode s'appliquerait encore à ces nouvelles équations et, eu général, 
à tout système susceptible d'être ramené à la forme proposée, par voie 
d'addition et de multiplication par des coefficients numériques. 

X. — Résolution des équations du second degré. Solutions géométriques 

diverses. 

164. L'équation ( 2 ) du n° 161 est ramenée à la forme x^-h px -^ q = o 
quand on divise tous ses termes ])ar a. On peut construire un segment de 
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droite a, équivalent h /?, et un carré Z>*, équivalent à g. L*équation prend 
alors Tune des quatre formes suivantes, qui ne diffèrent que par les 
signes (*) : 

.r' -f- ax -h b^z= Of x^ — ax 4- ô' = o, 
x^-\-a.T — b^=:o, x^—ax — 6*= G. 

Les deux équations de gauche ayant, au signe près, mêmes racines que 
celles de droite, il sufEt de considérer celles-ci, qu'on peut d'ailleurs 



écrire 



^ x[a — x) = ^*, x[x — a)-=b^. 

Le problème revient donc à construire un rectangle qui soit équivalent à 
un carré 6* et dont la somme ou la différence des côtés soit égale à un seg- 
ment donné a. 

Le même procédé peut être appliqué à Téquation bicarrée, dont il n*y 



( ' ) Mohammed be?i Musa donne dans son Algèbre des exemples numériques des trois 
derniers cas. mais il ne considère que les racines positives : il ne parle pas du pre- 
mier cas, qui ne donne que des racines négatives. Dans le troisième cas, pour lequel 
les racines sont positives, étant donné qu'elles soient réelles, Mohammed dit que, 
après avoir calculé ces deux racines, on essaye d'abord celle qui est fournie par 
l'addition de deux termes positifs. Si elle ne convient pas, la seconde, dont le second 
terme est précédé du signe — , conviendra certainement. Les Indiens, dont les 
méthodes ont été adoptées par les Arabes (Casiri, Bibliotheca arabico-hispana, t. I, 
p. 436-4^8) et t. H, p. 332 ), admettaient aussi les deux racines quand elles convenaient 
toutes deux, et en rejetaient une comme absurde dans d'autres cas ; souvent même 
ils omettaient les racines négatives sans y faire la moindre allusion {Algebra witk 
arithmetic and mensuration from the sanscrit of Brahmegupta and Bhascara, translated 
by H. T. CoLEBBOORE. London, 1817, p. 5, 41» 5o, 64, 69). Luca di Bobgo considère 
trois cas, comme Mohammed. 11 donne la solution de chacun et la justifie par des con- 
sidérations géométriques. Quand les deux racines sont positives, il reconnaît qu'elles 
peuvent convenir l'une et l'autre dans certains cas, mais que d'autres cas n'en ad- 
mettent qu'une seule. Ces rapports manifestes entre les travaux de Mohammed, des 
Indiens et de Luca di Borgo montrent bien l'origine de notre Algèbre et l'influence 
directe des Ouvrages arabes sur le caractère et les progrès des Mathématiques à la 
Renaissance. 

Dans une lettre à Franchino Trivulzio ( Diversarum speculationtim mathematicarum 
et ph^sicarum Liber, Taurini, MDLXXXV, p. 368), J.-B. Bexedetti donne la construc- 
tion de la racine positive de l'équation x^-^ax = b^. Cette équation exprime, en 
effet, immédiatement la question qu'il résout, savoir : Etant données deux droites a, ^, 
on demande d'en trouver une troisième x, telle que l'on ait (x4-«) j: = V. {Foir 
AjtTONio Favabo, Notizie storico-critiche sulla costruzione délie equazioni, Modona, 
1878; Cbaslss, Aperçu historique, etc., a* édit., Paris, 1875, p. 44 >• k^^i ^k^t ^* 
DosTOR, Digression historique sur les quantités négatives, etc., dans les Nouv, Ann. de 
3Iathém.f a» série, t. XIX, Paris, 18S0, p. 56a.) 
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a lieu de considérer que les trois types transformés 

./•* -h aù.t'^ — c''(i*~z (), 

x^ — ahj* — c*(l^z=z G, 
car la quatrième forme 

x'-4- abjc^-h c^^=z o 

ne donne que des racines imaginaires. 

Si l'on pose .r' = C5, ces trois équations deviennent 

c 
ab 

3* 5 -h </* — o, 

C 

3* Z — tVz=0, 

C 

On détermine les racines z de ces équations par la construction précédem- 
ment indiquée, puis on trouve x par une moyenne proi^ortionelle entre v 
et z, 

165. Considérons encore l'équation 
( I ) a.r* — p.r 4- 7 = O, 

qu'on peut écrire, en posant 

sinr 
•r z=z tang) = - -, 

a tang^> -h — ^^ ^ — o, 

ou 

asin*/ -h 7Cos*j -+- psinr cos^ r= o. 

Multipliant tous les termes par i et remarquant que 

a sin*/ = I — cos 2^, a cos*j = i H- cos a j, a sinj cos^ = sin 2j , 

on a 

(2) psin2j-4-(a — 7) cos2/ = a -+ 7. 

Prenons deux inconnues auxiliaires, m et /?, telles que 

m n 

Sni 2 r z=z =:^ j cos 'Xy = ^^r^rrr.— * 
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Ces valeurs, substituées dans l'équation (2), donnent 



a37 



(3) p/« -f- (a - 7) /i = (a H- 7) v/p'+ (a -"7)'; 

d'où l'on déduit la construction suivante : 




jy' «- Y ^<j ^ 



ABC [fig, m) étant un triangle rectangle dont les côtés CB, CA sont res- 
pectivement égaux à p et à (a — 7), et dont l'hypoténuse est par suite égale 

k ^p*-h (a — 7)*, on trace, du sommet C comme centre, avec (a 4-7) 
pour rayon, un arc de cercle qui coupe en deux points, D, E, la circon- 
érence circonscrite au triangle ABC. Le quadrilatère inscrit, déterminé par 
l'an quelconque D de ces deux points et par les sommets de ABC, donne, 
en vertu d'une propriété bien connue, 



p.AD-f-(a — 7).BD=: (a-h7)vP'-^ l*— V)*- 

Par suite, AD et BD, AE et BR, sont deux systèmes de valeurs de m et 
de n qui s;itisfont à l'équation (3) et qui déterminent les valeurs de Tangle 
2^ satisfaisant k l'équation (2). Ces dernières sont d'ailleurs fournies di- 
rectement par la figure, car on a, par exemple, dans le triangle rectangle 
ABD, 



m 



d'où 



ou sin27V^P*-*-(a — 7 j*= sin ABD y^fJ* -+- (a - 7)*, 



V = ABD. 



Quant à la valeur de x, correspondant à cette valeur de jr, on l'obtiendra 
en élevant sur BD, à l'unité de distiince du point B, la perpendiculaire FG 
qui rencontre en G la bissectrice de l'angle ABD. On voit immédiatem ent 
que FG = tang ) = .r. 
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t6ô. On aurait pu varier la construction en prenant le sommet A comme 
vvntn? d*une circonférence de rayon a H- 7, qui aurait coupe aux points 
H ec R Lit ciivoDfvrence circonscrite à ABC. Menons, en effet, BH qui est la 
taii^inteà l'extrémité du rayon AH, et abaissons CL perpendiculaire sur 
i'v ravon; on a immédiatement 

LU -f AL = a-h7 = psinCAll -f- (a — 7) cosCAH : 
donc 

CAH = o.y. 

167. On peut enfin poser, dans (2)^ 

P cosy 

a — 7 sin y 

L'équation devient alors 

sin ay cosç 4- cos27' sin ç» = sin ( 2 j^ -h 9* ) = sinç, 

d'où 

sin ( 2/ -h ^ ) — sin y cos [x -^ ^) sinj tang »- 7 

sin (2/ -h y) -4- siny sin (,r -4- ^) cosjr tang(^ "^ f] « 

Conséquemment, on porte sur une droite MQ {Jîg, 112] Mff = 7, 

V'tff. ii'i. 






*< 1; 



\ 



n 

/ : 



\ 



I "^ Y - - 



I 






MP = a, KQ = p, et sur la perpendiculaire à MQ, au i>oint Q, QR = a — 7. 



On a 
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QNR = f, 



Le segment capable de cet angle, décrit sur NP, coupe généralement la per- 
pendiculaire élevée au point M sur MQ, en deux points, S, T^ sommets des 
angles NSM, NTM, qui sont les deux valeurs de x* 

168. Construisons (fig. 1 1 3), sur les côtés a, h, c d'un triangle ABC, 

Fig. II 3. 









v_ 



iL» 



>c 



■^««-^l 



A, ', 



\ 



\ 






/ 



et à l'extérieur, trois triangles équilatéraux dont A,, Bj, C, sont les troi- 
sièmes sommets. Il est aisé de vérifier que les droites égales AAi, BBj, CC^ 
concourent en un point 0, d'où les trois côtés du triangle donné sont vus 
sous des angles de 1 20®. 

Désignons respectivement par x, /, z les distances du point O aux 
sommets A, B, C. On a, d'après une propriété connue, et en remarquant 
que 1 cosi2o"= — i, 

|.r' -h y^ -\- xy"=z c* , 
3* + .r* -h 3.r rrz 6«. 

Les segments OA, OB, OC donnent donc les valeurs de .t-, j, z qui sa- 
tisfont au système des trois équations (i). Ces valeurs, changées de signes, 
satisfont au même système. 

Les triangles équilatéraux tels que A, BC, construits sur les côtés de ABC 
dans des positions symétriques de celles que nous venons de considérer, don- 
neraient, en vertu des mêmes propriétés, deux autres solutions du système ( i ) . 
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169. L'élimination de y entre deux é<iiialions du second degré en x et/ 
conduit à une équation finale du quatrième degré en x^ dont les racines 
ne peuvent pas, en général, être obtenues par la règle et le compas. Cer- 
tains cas particuliers font cependant exception. 

Soit proposé, par exemple [fig, ii4)> de 
mener par un point P une normale à la parabole 

Les coordonnées du point Q, commun à la 
normale et à la courbe, étant .r et j, celles 
du point P étant X| et /|, on a 



Fig. 114. 



J/ 




ou 



ri — r = — - (««^i — •'•). 



.tjr =. [x^ — p]x -^ PX^. 



Multipliant par y et remplaçant 7* par ipx^ on a 
relation qui, additionnée avec (1), donne le cercle 

dont l'intersection avec la parabole détermine le point Q. 

XL — Résolution de F équation du troisième et du quatrième degré 

à une inconnue. 

170. L'élimination de y entre Téquation de la parabole y = x* et celle 
du cercle 

(x-«)«+(/-?)'=p* 

conduit, en posant 



lOL 



= —7» \ — i^=p, ip'— 7'-(»— /')•==4^ 



à réquation biquadratique 



(•) 



.r* -f- px^ -\- qx -{- r =L0^ 



dont les racines réelles sont données par les abscisses des points d^intet sec 
ti(m de la parabole et du cercle. 
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Pour avoir les racines de Téquation cubique 

(2) .r'-f-/;.r -h <y r= o, 

il suffit d'annuler r dans (i), ce qui revient à introduire dans (a) une ra- 
cine égale à zéro, et de faire passer le cercle par le sommet de la parabole. 

La même parabole peut servir à résoudre toutes les équations du troi- 
sième et du quatrième degré; il suffit donc de décrire, dans chaque cas 
particulier, le cercle qui correspond à ce cas. 

Par exemple, pour/? = — 2, 7 = — 5, on décrit le cercle passant par 
l'origine dont le centre a pour coordonnées a = |, P = y et, la racine 
étrangère .r == o étant écartée, on obtient la seule racine réelle de l'équa- 
tion, X = 2,09, en mesurant à Téchelle de la figure l'abscisse du second 
point d'intersection de la parabole et du cercle. 

Pour pz=: — 5. 7 = 1 er, par suite, a = — J, p = 3, on a trois inter- 
sections utiles, correspondant à trois racines réelles de Téquation [*). 

XII. ~ Construction des équations du troisième et dn qnatrième degré. 

Méthode de Ghasles (<). 

171. La construction de Téquation du troisième degré, proposée par 
Chasles, repose sur quelques propriétés dont nous iillons d'abord rappeler 
les énoncés : 

[a) Lorsque quatre roupies de points en ligne droite^ M et N, W et 
N'y . . . , sont en involation, les conjugués harmoniques d'un point A de la 



(') Quand on fait p =s -- ^^ q = — ] coB3p, les racinos de l'équatiou cubique ftonl 
cosp, cos(f? -h\'n)f cos(f? — j n). On peut ainsi opérer la trisection de l'nngleaii moyen 
d'une parabole fixe. (Voir à ce sujet R. Hoppe, Construction der reellen Wurzeln einrr 
Gleichung 'vierten oder dritten Grades mittelst einer festen Parabel, dans les Archiv 
der Mathematik und Ph^sik, Leipzig, 1874. p. 11 0-113. Pour la résolution des équa- 
tions numériques du troisième degré par la consiruction des normales à la parabole, 
▼oir GiaGO:«NE, Annales de Matiiéniatiques pures et appliquées , t. IX, Nlmos, 1818 
et 1819. 

(•) Voir Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, l. XLI, i855, 
p. 677-685. 

Descaktes, Sluzb, Newto."!, Halley, Lbopital, etc., ont applic|ué les constructions 
géométriques à la résolution des équations du troisième et du quatrième degré; mais 
leurs méthodes reposent sur des combinaisons algébriques d'équations et tiennent 
plus encore de l'Analyse que de la pure Géométrie. La solution deCHASLRs, affranchie 
des procédés de calcul, est, au contraire, du domaine exclusif do la Géométrie ra- 
tionnelle. 

On a vu que les Arabes savaient construire les racines de l'équation du troisième 
degré; leur méthode, toutefois, ne diflTère pas au fond de celle de Dkscaktbs. Les pro- 

16 
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droite, relatifs à ces quatre couples de points , ont leur rapport anhar^ 
moniqne consfa.'it, quel que soit le point A ( Traité des sections coniques ^ 
nM36). 

[b) Les quatre couples de droites qui joignent un point fixe d'une co~ 
nique aux e.rtrémifés des quatre segments MN, M' N', . . . , interceptent 
dans la rourbe quatre cordes concourantes, dont le rapport anharmo 
nique est égal h celui des quatre segments ( Traité des sections coniques, 
n"138). 

[c] Si, dans l'équation du troisième degré 

.ï:*(/73-h b) 4- ^r{a'z-^ b') + [a^z-h b") = o, 

les variables représentent des segments mesurés sur une droite, à partir 
d'un point fixe pris pour origine, de manière que chaque valeur de z dc^ 
termine un point P et les deux valeurs correspondantes de x deux points 
M, N, les segments MN sont en involution et quatre quelconques d'entre 
rux ont même rapport anharmonique que les quatre points qui leur corres- 
pondent. 

Proposons nous maintenant de construîi'e les racines de l'équation du 
troisième degré 

(i) A./;'-+- B.r*-h C.r4-D = o, 

et considérons d*abord Téquation à deux variables 

(2) ;A3-4- B).r*H- C3 4- D=ro, 

qui devient la proposée quand on fait z = .r. Une infinité de systèmes 
•de valeurs conjuguées de x et de z satisfont à réquation (a) et trois 



liriétés des conIqueB, dont iU fai&aient usage, n'étaient, en effbt, que des eaa parti- 
culiers fie la proposition relative au rapport constant du rectangle des ordonnées à 
celui des abscisses, proposition qui conduit à l'équation des courbes en Géométrie 
analytique. Les recherches des Arabes marquent un progrès important en Géoroétrieet 
en Algèbre, et constituent un acheminement vers l'alliance plus intime de ces deux 
«ciences. Ce point de l'histoire mathématique des Arabes, déjà mis en lumière par 
l'Algèbre de Mohammbd bi!i Mosa, a été définitivement établi par L.^Am. Sédillot, 
dans l'analyse d'un fragment d'Algèbre (manuscrit arabe, n* 1104, de la Bibliotfa. 
nat.), qui contient la résolution géométrique de l'équation du troisième degré. (Voir 
Notices et Extraits des Manuscrits, etc., t. Xlll). Woepcke a trouvé depuis, dans an 
manuscrit de la bibliothèque de Leyde, un exemplaire plus complet du même Traité. 
Il en a publié le texte et la traduction avec d'autres extraits de manuscrits inédits 
sous ce titre : VAlgrbre d'Omar Alkhajyami, etc., Paris, i85i. Voir Cbaslbs, Aperçu 
historique, etc., 1* édit., Paris, 1875, p. /igS, et Rapport sur les progrès de la Géomé- 
trie, Paris, 1870, p. 226. 
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d'entre ces systèmes donnent les racines de réquation (i) : ce sont ceux 
dans chacun desquels les deux variables sont égales. Pour déterminer 
ces trois systèmes particuliers, il suffît d*en connaître trois autres quel- 
conques. 

Soient, en efTet, P,, P„ P, trois points situés sur une droite OX, aux 
distances OPi=Zi, 09^= z^^ OPi=: z^ d'une origine fixe O, et soient 
MiN|, M^N,, MjNs trois segments correspondants tels que, par exemple, 
les distances OM^ et 0N| sont les deux valeurs x^ de x, égales et de signes 
contraires, conjuguées à la valeur z^ de z. Les rayons AMj, AN], qui 
joignent un point A d'une conique quelconque C aux extrémités du seg- 
ment M] Ni, interceptent sur la conique une corde EjFi qui est coupée au 
point Gi par le rayon APf Les systèmes de points P,, M,, N^ etP,, M,,N, 
déterminent pareillement deux autres cordes EjFi, E3F3, et, sur ces cor- 
des, deux autres points, G^, G3. Les trois segments MN étant en involu- 
tion (c), les trois cordes EF concourent en un même point H (&] et les 
cinq points A, H, Gi, G], Gs déterminent une conique K. Tout autre 
|>oint G4, construit, comme les précédents, au moyen d'un quatrième sys- 
tème de valeurs de x et de z, appartient à cette conique, car les points 
P correspondent anharmoniquement aux segments MN [c] et, par suite, 
aux cordes EF [b). Les coniques C et R ont trois points communs, autres 
que A, et chacun de ces trois points est un point G qui coïncide avec 
Tune des extrémités de la corde EF correspondante. Conséquemment, 
le rayon AG détermine sur OX un point P qui coïncide avec Tune 
des extrémités du segment correspondant MN; en sorte que, pour le 
|>oint considéré, commun aux deux coniques, les variables jc et z sont 
^ales entre elles et égales au segment OP, qui est une racine de Féqua- 
tion. Ainsi, les rayons du faisceau A qui passent par les trois autres 
points des deux coniques déterminent les trois racines de Téquation pro- 
posée ( * ) . 

172. La construction des racines de Téquation du quatrième degré i*e- 
pose sur une autre propriété dont voici l'énoncé : 

{</) Si, dans Véquatîon da quatrième degré à deux variables 

x*(âz*-f-^3H-c)H-j:(û'«*-l-^'3H-«r') -h [a" z^ -^ b" z -^ c") r_r o, 



(') Cardan {Ars magna) donne de nombreux exemples (Inapplication des rèfules de 
la Géométrie à la théorie des équations, et notamment à la construction de réqua- 
tion du troisième degré. Son Traité De Aliza régula, Chap. XII {De modo démons- 
tr€mdi geometrice œsiimationem eubi), contient une construction de l'équation 
x*+^ := /ijr' au moyen de la parabole et de l'hyperbole. (Favaro, Notizie storico- 
critiehe, etc., p. 1/17 et suiv.). Voir aussi, pour les recherches des Arabes sur la 
construction des équations du troisième degré, Fayako, loc, cH,, p. 70 et suiv. 
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le fléterminant des neuf coefficients est nul y ce qu 'on exprime par la relation 

a'^b'c"-- fc^c') 4- a'[b''c^bc'') -4- a'' [bc' -\- 6'r) zzio, 

les racines conjuguées de l'équation sont doubles, c'esi-à'dire que les deux 
jmleurs de x qui correspondent à une valeur donnée de z correspondent 
aussi simultanément à une autre valeur de z. Et, si ces couples de racines 
conjuguées représentent respect it*efnent des segments MN ri PQ sur une 
même droite : i** If s segments MN sont en involution; i^ les segments PQ 
sont en invulution; 3® les segments MN correspondent anharmoniqttement 
attx segments PQ. 

Soit à construire les racines de l'équation 

X* -h A.r* -h B^» -h C-r 4- D — G, 

et considérons Téquation à deux variables 

(^•» -h Ax)z* -h Bjt' -I- Cx -+- D = o, 

qui devient la proposée quand on fait 3 = x. 

Si l'on attribue à .c une valeur .r', on aura pour z deux valeurs, s', z^^ 
égales et de signes contraires, et à ces deux valeurs correspondra une même 
seconde valeur x" de .r. On a ainsi un système de deux couples de racines 
conjuguées. On peut former une infinité de tels systèmes et trois suffisent 
pour déterminer tous les autres. 

On porte sur une droite OX, à partir d*un point fixe O, les diverses va- 
leurs des variables .r et z. Les valeurs a:', x" déterminent deux points 
Ml, Ni y extrémités d*un segment MjNi, et les valeurs correspondantes z\ 
z** y deux points Pi, Q|, extrémités d'un segment PfQi- Pour un autre sys- 
tème de deux couples de racines conjuguées de l'équation, on a deux autres 
segments correspondants M^N,, PtQt* Trois couples de segments suffisent 
pour déterminer tous les autres (^/] et par conséquent tous les couples de 
racines conjuguées x\ x" et z\ z" . Ils suffisent, notamment, pour déter- 
miner, au moyen d'une construction géométrique, les quatre couples dans 
chacun desquels les deux segments ont une extrémité commune, auquel cas 
les deux variables x et 2 sont égales et constituent les racines de l'équation 
proposée. 

Par un point fixe A, pris sur une conique quelconque C, on mène des 
droites aux quatre points Mi, Ni, Pi, Qi. Les deux premières interceptent 
sur la conique une corde Bi Di et les deux autres une corde £} F]. Un se- 
cond couple de segments, M,Ns, PfQt» donnera pareillement deux cordes 
BjD,, EgF,, et un troisième couple, M^N,, PiQ»* deux nouvelles cordes 
^sl^s>E3P3- Les trois segments MN étant en involution(r/), les trois cordes 
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BD passent par un même point H (b) et, pour la même raison, les trois 
cordes £F passent par un même point L. D'autre part, les trois premières 
rencontrent respectivement les trois autres en trois points Gi, Gf, G3, qui, 
avec les points H et L, déterminent une deuxième conique K. Les coniques 
C et R ont quatre points communs et les droites menées du point A à ces 
points déterminent sur la droite OX quatre segments qui sont les racines 
de Téquation proposée. 

173. Supposons que, dans Téquation du quatrième degré, le terme D 
soit nul, et appliquons la construction qui précède à l'équation 

j* H- Ax' -h D j:' 4- Cx =1 o, 

en ayant recours à Téquation ù deux variables 

(x* -h Aw) 3' H- Bx* -h Ce = o. 

Les trois segments MN ont alors leur commune origine au point O et les 
trois cordes BD se coupent en an point de la conique C. La conique K 
passe par ce point, auquel correspond, sur l'axe OX, une racine nulle. Les 
trois autres points d'intersection des deux coniques donnent les trois racines 
de Téquation du troisième degré. On a ainsi, pour cette dernière équation, 
une construction qui diffère de la méthode directe précédemment exposée. 

On peut d'ailleurs, dans les divers cas considérés, se servir, pour déter- 
miner les racines, non plus des points d'intersection des deux coniques, 
mais des tangentes communes à ces deux courbes, ce qui donne uue se- 
conde solution géométrique de chaque question ( ' j. 



C) Pour les travaux des Arabes sur la construction des équations du quatrième 
degré, voir F. WospcaE, VAlff^hre d*Omar Alkhajyânu, publiée, traduite et accom* 
pàgnée d'extraits de manuscrits inédits, Paris, MDCCCLI, p. Ii4-ii6; — Woepckb, Sur 
la construction de Véquation du quatrième degré par les géomètres arabes, dans le 
Journal de Mathématiques pures et appliquées, a* série, t. VllI, i863, p. 67-70; — 
Fatako, loc, cit,, p. 86. 

Alkhattami rapporte, dans son Algèbre, qu'AuiAEBM aurait construit Téquation 
binôme du cinquième degré. 11 est à présumer qu*ALBAZE!i est arrivé à ce résultat, soit 
au moyen des courbes supérieures que les Arabes connaissaient par les travaux des 
Grecs, soit par un procédé mécanique. La construction d'ALBAziM devait probablement 
se trouver dans son Mémoire sur la détermination de quatre lignes {moyenneê propor- 
tionnelles) entre deux lignes données. On a, en effet, x, ;*, t, t étant les moyennes 
proportionnelles cherchées, 1 et a les lignes données 

1 * _ .^ _ * _ ' 
jr r z t a 
d'où 



Voir Favaeo, loc. cit., p. iij. 



j'— a. 
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XIII. — Résolntion des éqnations munériqnes de toiu les degrés. 

Méthode de M. Lalanne. 

17^. L'équation du troisième degré ramenée, par l'évanouissement du 
second terme, a la forme 

(i) jc^-i- px-h g =^o, 

qui ne renferme que deux coefficients, représente une surface, quand on 
considère l'inconnue .r et les coefficients /i, q comme des coordonnées va- 
riables» Cette surface est un conoîde dont toutes les génératrices rectilignes 
sont parallèles au plan des pq ; car, pour chacune des valeurs successive- 
ment attribuées à x, on a une équation linéaire en p ei en q, I^ construc- 
tion du conoîde permettrait de trouver immédiatement les valeurs de toutes 
les racines réelles de l'équation. Il suffirait, en efifet, d'élever une perpen- 
diculaire au plan des pq par le point dont les coordonnées sont les valeurs 
numériques de p et de q relatives au cas particulier que Ton considère. Les 
segments de cette peqjendiculaire, compris entre le plan des pq et les 
différents points de rencontre avec le conoîde, représenteraient les valeurs 
des racines cherchées. 

Mais la nature même du conoîde permet de substituer à ce procédé peu 
pratique de simples constructions planes linéaires. Il suffit pour cela de 
tracer sur le plan des pq les projeclions des lignes de niveau que l'on 
obtiendrait en coupant le conoîde par une suite de plans parallèles à ce 
même plan; ces lignes de niveau sont évidemment les droites représentées 
par réciualîon proposée, quand on attribue successivement à x les valeurs 
représentées par les ordonnées des sections planes. Si Ton construit celles 
de ces droites qui ont respectivement pour équations 

<7=ir — Oyip — 0,00 1, ^r=o,i/> -4-0,001, 

</ =^ — 0,2/7—0,008, q =^Oy2p -^0,008, 
q =^ — Oy^p — 0,027, ^ zzz o,3/> -h 0,027, 



jusqu'à .r m zii î ,3, on obtient l'abaque de lajlg. 1 15. Cet abaque per- 
met de résoudre, avec une approximation suffisante, une équation quel- 
conque du troisième degré, car on peut toujours faire disparaître le second 
terme d^ine équation ordonnée suivant les puissances décroissantes de Tin- 
connue. 

Les valeurs variables p et q sont rapportées, dans la figure, à deux axes 
rectangulaires^ qui divisent le carré total en quatre carrés égaux. Si l'on 
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prend pour abscisse p = o,8 et pour ordonnée q =. — 0,9, on détermine, 
dans le carré partiel des p positifs et des q négatifs, un point très voisin 
de la ligne de niveau qui correspond à .r = o,y . Aucune autre oblique de 




^ ♦? 



la figure ne passant par ce point, on en conclut que Tcquiition 

.r^ -ho,8x — 0,9 = 

n*admet qu'une seule racine réelle qui est approximativemeut 0,7. 
Si l'équation proposée est 

A-' — o ,845x -h o , i65 1=^ o, 

les valeurs numériques — o,845 et + o, i65 des coefficients déterminent, 
dans le carré partiel des p négatifs et des q positifs, un point par lequel 
passent trois lignes de niveau respectivement cotées 4-0,8, — 1,0, -4-0,2; 
et il est aisé de vérifier que ces trois valeurs de .r satisfont à l'équation 
proposée avec des approximations qui sont généralement suffisantes. Lorsque 
le point pq ne tombe pas sur Tune des droites cotées de la figure, on es^ 
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tiiDf , par une interpolation à vue, la cote de la droite non tracée qui pas- 
serait par ce point. 

Les droites déterminées par les diverses valeurs attril>nées au paramètre 
jt dans réquation (f) forment pur leurs intersections successives un poly- 
gone dont les côtés sont d'autant plus petits que les valeurs de x sont plus 
rapprochées. Ce polygone devient une courbe lorsque, le paramètre variant 
d^une manière continue, la droite qui en est fonction se meut elle-niéaie 
d'un mouvement continu sur le plan de la figure. Cette courbe est l'enve- 
loppe de la droite mobile. On obtient «m équation en éliminant x entre 
l'équation proposée et s^i dérivée 

par rapport à j\ On trouve ainsi la relation 

4^^-<- 277*= o 

qui est indé|)endante de x et qui convient par conséquent à toutes les in- 
tersections déterminées par ce paramétra. La courbe enveloppe représentée 
par cette relation est une parabole cubique, développée de la parabole 

7* -h 4/^ — 8 = o. 

Suivant que le point de la figure, déterminé par un système de valeurs 
particulières de p et de q^ est situé à Tintérieur de Tentonnoir formé par 
les branches symétriques de l'enveloppe, ou sur cette courbe, ou dans la 
région externe du plan, ce |K)int est la projection de trois points distincts 
du conolde, ou de trois points, dont deux réunis en un seul, ou d'un seul 
point. L'équatiou |K)ssède trois racines réelles inégales dans le premier cas, 
trois racines réelles, dont deux égales dans le second cas, et une seule ra- 
cine réelle dans le tioisième cas. 

Ces trois cas correspondent d'ailleurs respectivement aux valeurs néga- 
tives, nulles et positives du binôme 4/^' + ^77** ^^ ^^^^ ^^^^^ <]u^ '^ <^^ 
sidération du tableau graphique conduit aux résultats qui se déduisent 
ordinairement de la disc<ission de l'équation du troisième degré. 

On remarque, par exemple, que le cas /^p* -f- 27 ^* = o comprend le 
cas plus particulier des trois racines égales. Ces trois racines sont nulles, 
puisque leur triple produit est nul, Péquation n'ayant pas de second terme. 
Le point pg est alors le point de rebroussement de l'enveloppe, placé à 
l'origine des coordonnées. 

175. Considérons maintenant une équation algébrique du /i**"« degré à 
une seule inconnue 



x 



H- «.r^-ï-f- bx"-*-i- .. . -f- /«x*H-/>.rH- g = o, 
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et sup|K)sons que deux quelconques des coefficients numériques, les deux 
derniers par exemple, soient variables; nous pouvons écrire l'équation 
S4)us la furme 

Cette équation, du premier degré en p et q, représente, pour chaque 
valeur déterminée du paramètre x, une droite qui est une ligne de niveau 
du conoide représenté par Téquation à trois variables en x^p et q. 

On pourra donc, comme dans le cas pfccédemment exposé, construire 
un abaque de droites cotées, qui fera connaître approximativement les va- 
leurs de X correspondant k chaque point pq du plan, et par conséquent 
les valeurs des racines de Téquation proposée. Ici encore les droites cotées 
enveloppent une courbe dont on obtiendra Téquation et que Ton pourra 
conséquemment construire par points en éliminant le paramètre variable x 
entre Téquation proposée /{ps g, x) et la dérivée de cette équation par 
rapport à x. L'équation de la courbe enveloppe résultant de cette élimina- 




tion est du même degré que la proposée. Cette courbe sépare toujours les 
régions de la figure qui correspondent aux divers nombres de racines réelles. 
Par exemple, les droites que représente l'équation 

q z=. p.v -\- O, l5.r' — 0,9f)x'-f- .r*, 
quand on y liiit varier x de dixième en dixième d'unité, depuis -f- 1 jus- 
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qu*à — i, enveloppent une courbe dont les caractères principaux sr»nt 
accuses par làjig. i r6. Dans la rrgion centrale DiR^DiD,, les cours de 
droites qui s*entrecroisent sont toujours au nombre de cinq. Ils sont au 
nombre de trois dans Tintérieur du triangle curviligne R1D2D3 et dans b 
région à gauche du contour ARiDiA'; enfin il n'y a qu'un cours de 
droites dans la région de la figure située à droit» du même contour. 

Si, dans réquation considérée, on fait /? = 0,^34 et 9 = 0,067, le 
point pq est situé dans la région centrale ù cinq cours de droites, et 
l'équation 

j:* — o,()5x'-h o, i5jr--\- 0,234-^ — 0,067 = ® 

a cinq racines réelles. On vérifie, en effet, sur l'abaque dressé à une échelle 
suffisante, que par le point considéré passent cinq droites dont les cotes 
respectives 0,4, o,5, 0,6, — 0,7 et — 0,8 sont les racines de l'équa- 
tion ['). 



(') Pour la résolution mécanique des équations d'un degré quelconque au moyen 
des losanges articulés du général P£avc£Llier, voir le Mémoire déjà cité de Roos^ 
dans la Revue universelle de Ccyper, 1S77, 2* sem., p. 11-17. BoRGSis {Traité complet 
de Mécanique appliquée aux arts, etc. Des machines imitatives et des machines théâ- 
trales, Paris, 18.20, p. 326-229) décrit un appareil imaginé par Clairaut pour tracer 
sur un carton une courbe au moyen de laquelle on détermine graphiquement la va- 
leur des racines d'une équation quelconque. 

Lacra^ige {Leçons élémentaires sur les Afathématiques données à r Ecole Normale en 
1795, dans le t. VII des OEuvres de ÏMgrange, publiées par M. J.-A. Serret, Paris,. 
MDCGCLXXVII, p. 269-287) montre comment une équation à une inconnue, de 
degré quelconque, peut être résolue au moyen d*unc courbe dont les abscisses repré- 
sentent l'inconnue et les ordonnées la valeur du premier membre de l'équation pour 
toute valeur donnée à l'inconnue. 11 indique ensuite les dispositions d'un instrument 
qui, au moyen de règles mobiles et de charnières, permettrait de décrire la courbe 
d'un mouvement continu. Cet instrument, dit-il, pourrait ainsi servir à résoudre 
toutes les équations, ou tout au moins à trouver les premières valeurs approchées 
des racines, par lesquelles on en trouverait ensuite de plus exactes. Pour le principe 
de cet appareil, voir Favaro, appendice aile Notizie storico-^ritiche sulla costruzione 
délie equazioni, Modena, 1880, p. u. 

Sur l'application de la théorie de la pesanteur à la résolution des équations et sur 
la Balance à résoudre les équations numériqueSy imaginée par Bérard et réalisée par 
M. Lalanne, voir Ed. Colligno?i, Traité de Mécanique, 2* Partie, Statique, 2* édit.. 
Paria, 1881, p. 347-352 et /{Oi-jo^. 
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CHAPITRE VII. 



TABLES PARABOUaUES POUR Là DÉTEBIDHATIOH DS8 AIBES DE DÉBLAI 

ET DEBEMBLAI. 



Lalanne. Appendice /<<* 4 au tome I du Cours de construction de Sganzin^ Paris, iS^i. 
— Lalaxse, Mémoire sur les Tables graphiques, etc. ( Annales des Ponts et Chaus- 
sées, 1* sériOi 1846, a* sem.) — CrLMANR, Die graphische Statik, Zurich, 1866, n" 8-9, 
et 1875, n*' 18-20. — Schlesinger, Fort rage ûber graphisches Rechnen und Grafostatik, 
Wien, 1868-69, n- 84-93. — Wineleh, Vortràge ùber Eisenbahnbau, V Heft, 
Prag, 1870, p. 17. 

I. — Théorie des Tables paraboliques. 

176. Les demi-profils en travers des rouler et des chemins de 
fer sont en général des quadrangles dont trois côtés (l'axe verti- 
cal, la demi plate-forme et le talus) déterminent par eux-mêmes, 
ou par leurs prolongements, un triangle rectangle invariable. Le 
quatrième côté varie en position et en direction selon les accidents 
du terrain. Il est réduit à un segment rectiligne lorsque le sol 
présente une déclivité sensiblement uniforme entre l'axe et le 
laïus (*). 

Les demi-profils quadrangulaircs peuvent être croisés dans les 
sections situées partie en déblai et partie en remblai. 

La rédaction des projets reposant sur la détermination des aires 
d'un grand nombre de profils transversaux, on a eu d'abord la 
pensée de coordonner, dans des Tables numériques à double entrée, 
les valeurs des aires qui, pour des largeurs de plate-forme et des 
inclinaisons de talus une fois données, correspondent à diverses 
positions et directions de la ligne du terrain. Mais on a bientôt 

(') Lorsque cette hypothèse s'éloigne trop de la vérité, le demi-profil quadrangu- 
laire ne peut résulter que de la transformation d*un contour polygonal plus accidenté 
en un quadrangle équivalent. 
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trouvé plus avantageux de recourir à des Tables graphiques, dans 
lesquelles Taire de chaque demi-proGl est immédiatemeut relevée ('). 

Nous allons indiquer le principe, la construction et l'usage de 
ces Tables. 

Soit ABCD i^fig» 117) un demi-profil en déblai ou en remblai^ 
limité par la plate-forme AB, par la verticale AD sur Taxe, par 
le talus 6C et par la section CD du terrain naturel. Cette dernière 
ligne varie seule, d'un profil à Tautre, en fonction de deux élé- 

Fig. 117. 




ments, savoir : la cote sur Taxe et Tinclinaison du terrain. Si Ton 
admet tout d'abord que ce dernier élément reste constant, les di- 
verses positions CD, C1D4, C^D^, ... de la ligne de terrain 
seront parallèles entre elles. 

On considère l'aire du demi-profil ABCD comme différence des 
aires des triangles OCD, OBA, et l'on réduit les triangles OCD, 
OC|Dj, 0CaD2 ..., à une base commune OD, de telle sorte 
que les sommets des triangles réduits soient situés sur les hori- 
zontales des points D, D|, D2, .... 



(*) Tenmbb a proposé, en i8a8, une Table satisfaisant à ces conditions (KurseBe- 
schreibung eines Planimeters. Darmstadt, 1828). Cette Table a été récemment repro- 
duite par KocB ( Besehreibung einiger Hûlfsmittel fur geometrische Arbeiten, vor- 
nàmlich zur erleichterten Anwendung des Metermaasses, dans le Cultur^Ingénieur, H If 
Band. II Heft. Braunscfaweig, 1871, p. i52, i53.) 
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On projette, à cet effets par des rayons verticaux, les points C, 
Cl, Cs, • . . , en E, E| , Eoy . . • , sur l'horizontale du point D. On pro- 
jette ensuite les points E,E|,E2, . . ., par des rayons issus du point O, 
sur les horizontales des points D, D| , Do, . • . , en E, S|, S2, • • • . 

Les triangles primitifs OGD, OC|D|, OC2D2, ... sont res- 
pectivement équivalents aux triangles OED,OE|Di, OE2DJ, . . •, 
lesquels sont équivalents aux triangles OED, OS|D, OS2D, . . ., 
qui ont pour base commune OD. On obtiendra donc la valeur des 
aires des triangles primitifs en multipliant par la demi-base de ré- 
duction ^OD les hauteurs DE, D|S|, D2S2, ••• des derniers 
triangles. 

Considérons maintenant les faisceaux formés : 

[a] Par les rayons parallèles DE, DiS^, D,S,, . . . , 
(6) Par les rayons parallèles DC, DiGi, DtC„ . . . , 

[c) Par les rayons parallèles CE, CiEi, C,Es, . . ., 

[d] Par les rayons convergents OE, OEi, OE,, .... 

Les faisceaux (a) et (b) sont perspectifs à la ponctuelle 
DD|D2, ..., et par conséquent projectifs. Les faisceaux (6) et 
(c) sont perspectifs à la ponctuelle CC1C2, ••., et par consé- 
quent projectifs. Enfîn, les faisceaux (c) et (<i), perspectifs à la 
ponctuelle EE1E2, . . ., sont aussi projectifs. 11 s^ensuit que les 
faisceaux (a) et (rf) sont projectifs (G. 47) et que le Heu ES, S2, . . . 
des points d'intersection de leurs rayons correspondants est une 
courbe du second ordre passant par les centres des deux faisceaux 
(G. 62-64), c'est-à-dire par le poinl O et parle point à l'infini de 
la direction AB. 

Le rayon commun O^o , considéré comme élément du faisceau 
{d), a pour correspondant le rayon à l'infini du faisceau (a), c'est- 
à-dire la droite à l'infini du plan; la courbe engendrée, tangente 
à cette droite au point 00 , est donc une parabole (G. qS) dont le 
rayon Ooo est un diamètre (G. laS). 

D'autre part, au rayon commun O^ , considéré comme élément 
du faisceau (a), correspond le rayon OD du faisceau (d). Ce 
rayon est donc tangent à la courbe au point O. Il est d'ailleurs 
perpendiculaire à la direction de son conjugué, qui est le dia- 
mètre O^ . Ce diamètre est donc l'axe de la parabole (G. i34-i35). 
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On peut, dès lors, construire la parabole qui correspond à la 
série des triangles semblables dont le sommet commun est au 
point O et dont les côtés successifs, opposés à ce sommet, sont 
les parallèles DC, D| C|, D2C2, .... Uaire de Tun quelconque de 
ces triangles, 0D| C|, égale au produit de la demi-base constante 

par D| S|, est déterminée par Tabscisse du point S 1 de la para- 



ît 



bole qui a pour ordonnée la base réelle ODi du triangle considéré. 
Pour avoir les mesures des quadrangles ABC| D| , ABC2D2, . . . , 
c^est'à-dire la suite des profils qui ont même talus et même in- 
clinaison de terrain, il suffira de diminuer les abscisses DiS^ 
D2S2, ..• de l'abscisse constante/, qui donne la mesure du 
triangle OAB, réduit à la base OD. On pourra relever directe- 
ment ces différences sur l'épure en traçant la verticale située à la 
distance /de OD, dans la direction AB. 

177. A chaque nouvelle inclinaison, soit du talus OC; soit de 
la ligne du terrain CD, correspond une nouvelle parabole. Mais la 

courbe reste invariable lorsque les incli- 
naisons de OC et de CD varient simulta- 
nément, de telle façon que, dans les trian- 
gles OCD, OCi D|, . . . , le rapport de la 
base à la hauteur reste constant. Dans ce 
cas, en cifetyles ordonnées bases OD,OD|, 
OD2, . . . correspondent toujours respec- 
ti vemen t au x mêmes abscisses-hauteurs DE, 

J-l I o I , U2 ^27 • • • • 

On a i/ig. i iS) 



Fig. 118. 




OD = OP — DP 



et par suite, si l'on représente respectivement par a = 
T = — les déclivités du terrain et du talus, 



DP 

CP ^' P^^ 



op 

CP 



// 



n étant la longueur du segment limité par CO et par CD sur la 
verticale située à l'unité de distance du sommet C. 
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La base de réduction étant fixée, chacune des paraboles est ca- 
ractérisée par une valeur particulière du segment n, qui peut être 
considéré comme l'indice de la courbe. 

Si l'on attribue successivement diverses valeurs à n, les para- 
boles correspondantes constituent une Table graphique des aires, 
sur laquelle on peut relever la mesure d'un triangle quelconque 
réduit à la base fi\e qu'un a adoptée. 

On détermine, à cet eiTet, l'indice n du triangle proposé et l'on 
cherche, sur la Table, la paraholede même indice. La mesure cher- 
chée est fournie parl'abscisse du point de cette parabole qui a pour 
ordonnée la base du triangle proposé. 

178. On facilite la construction et la lecture de la Table, en se 
donnant pour condition que les paraboles divisent en parties 
égales les rayons du faisceau O. Il suffît pour cela de faire varier 
l'indice en progression arithmétique. 

Soit, en effet, 0C(^^. 1 19) un rayon quelconque qui coupe au 




point C l'honEOntale menée par l'extrémité D delà double baseOD, 
et soil T la déclivité par mètre de OC, c'est-à-dire la tangente Iri- 
gonoroétrique de l'angle OCD. Le triangle OCD ne comporte pas 
de réduction, puisque sa base est précisément OD, et l'on a 
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a = o, /j = T. Le point C appartient donc à la parabole d'indice t. 

Considérons maintenant un autre triangle, OD|C, et soit o la 
tangente de Tangle D, CD que le côté D| C fait avec Thorizontale. 
Menons D|C| parallèle à DC. La réduction à la base donnée a 
pour eOet de substituer au triangle OD|C le triangle équiva- 
lent ODCi . Le point C| appartient donc à la parabole d'indice t — o^ 
sur laquelle on devra lire l'aire du triangle 0D| C. 

On a d'ailleurs 

OC _ OD _ CD.T _ T 
CiC "~ D^ "" CD . <î ~^ y 

Si l'on considère enfin un troisième triangle OD2C, tel que 
tangD2CD = 218, on a, pour un troisième point C2 de OC, situé 
sur la parabole d'indice t — 20, la relation 

OC _ T 

qui, rapprochée de la précédente, conduit à 

l>j Lii — L»|Li. 

Conséqucmment, deux paraboles dont les indices difTèrent d'une 
quantité constante interceptent un segment constant sur un ravon 
quelconque du faisceau O. 

179. Pour obtenir les points où l'une quelconque des para- 
boles, par exemple celle d'indice t, rencontre d'autres rayons 
OB, OE, ... du faisceau O, on projette sur OC, parallèlement 
à la tangente au sommet OD|, commune aux paraboles, les points 
II, L, • . ., où les rayons OB, OE, • . . rencontrent l'horizontale 
du point C, commun au rayon OC et à la parabole t. On projette 
ensuite, sur les rayons OH, OL, et parallèlement à DC, les points 
G et I obtenus par la première projection. On détermine ainsi 
les points cherches B et E. En effet, les faisceaux de rayons 
00 (OGCI, ... et O) DHCL, . . . , tous deux projectifs à la ponc- 
tuelle OGCI, ..., sont projectifs entre eux et engendrent une 
courbe du second ordre. Cette courbe est d'ailleurs une parabole 
dont la verticale OD est la tangente au sommet O, car au rayon 
Ooo , commun aux deux faisceaux, correspond la droite à l'inGni 
dans le premier faisceau et la droite OD dans le second. Enfin, la 
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courbe passe par le point C; elle se confond donc avec la para- 
bole T. 

On déterminerait de la même manière les points dMntersections 
B,, E«, ... des rayons OB, OE, ... et de la parabole t — 3. 

180. Il résulte de la construction précédente que tous les rayons 
issus du point O sont coupés par des paraboles en des points cor- 
respondants des ponctuelles semblables O B, B, . . . , 0G| G, . . . , 
OE|E, .... On vérifie cette propriété directement, en observant 
que toutes les paraboles ont même sommet et même tangente au 
sommet; qu'elles constituent par conséquent des courbes sem- 
blables et semblablement placées, dont le point O est le centre de 
similitude (G, 260, 261). 

Il suit de là que, si deux rayons du faisceau O rencontrent Tune 
des p^aboles en B et G, l'autre en Bi et G|, les cordes correspon- 
dantes BC et B| G| sont parallèles, de même que les tangentes 
correspondantes en B etBi ou en G et G|. En d'autres termes, 
les paraboles coupent tout rayon du faisceau O sous un angle 
constant. 

On a d'aiUeurs, puisque les droites BG, B| G| sont parallèles, 

B,B_OB 

Qc "^ oc' 

et par suite, en projetant sur O^, parallèlement à Oj7, B|B en 
K|K, G.GenDjD, 

K^K _ OK _ DH _ 
DiD"" OD"" DC ~" ' 

II. — Gonstniction des Tables paraboliques. 

181. Soient 0(yî^, 120) l'origine des coordonnées, OXl'axe des 
abscisses, qui est aussi l'axe commun des paraboles, OY l'axe des 
ordonnées, qui est la tangente commune au sommet O. Sur la 
bissectrice OG de l'angle droit XOY, on marque les points équi- 
distants par lesquels doivent passer les pai*aboles successives. 
On peut, par exemple, donner à l'intervalle constant, compris 
entre deux points consécutifs quelconques, une longueur telle 
que les horizontales et les verticales de ces points divisent le pa- 
pier en caïf es d'un centimètre de côté. 

'7 
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Soit OH un rayon quelconque coupant en un certain point H 
rhorizontale menée par Textréniité D de la base de réduction OD. 
On a DC = OD et par suite (180) 

A* étant le rapport qui existe entre la différence des ordonnées de 
deux points quelconques de OU et la différence connue A des or- 
données des points de OC respectivement situés sur les mêmes 
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paraboles que les premiers. On construit les points des paraboles 
situés sur OH, soit par la méthode de projection précédemment 
indiquée (179), soit en déterminant {fig* 119) le point B par la 
double projection HG, GB et en divisant le segment OB en autant 
de parties égales que OC. 

Les résultats de cette construction pourraient ne plus être suffi- 
samment précis quand les rayons font des angles très aigus avec 
les horizontales. Soient OE un de ces rayons et h le rapport qui 
doit exister entre la différence de ses ordonnées et la différence A 
des ordonnées correspondantes de OC. On prend une ordonnée 
OD, égale à A A ou à un multiple de h A. Le rayon OE coupe DC en 
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un point L, tel que DL=/t.OD, et Ton obtient les points des 
paraboles situés sur OE en divisant OL en — parties égales. 

182. Une parabole étant déterminée quand on connaît son axe, 
son sommet et un autre de ses points, il est aisé de voir que la 
table des paraboles ne change pas quand on substitue une nou- 
velle base de réduction à celle qu^on avait d'abord adoptée. En 
d'autres ternies, une table construite sur une base de réduction 
déterminée peut servir pour une autre base quelconque, à la 
seule condition de changer en conséquence les indices des para- 
boles. 

L'indice de l'une quelconque de ces paraboles étant égal à la 
différence t — a des tangentes des angles que fait l'horizontale 
avec le talus et avec la ligne du terrain, on affectera dans chaque 
cas de l'indice i la parabole passant par le point C, dont l'ab- 
scisse DC et l'ordonnée OD sont toutes deux égales à la double 
base adoptée ib. On a en eOet pour le triangle ODC, qui ne com- 
porte pas de réduction, t = i et a == o. 

Quant aux indices des autres paraboles, ils sont déterminés, 
comme on l'a vu, par les numéros d'ordre des divisions propor- 
tionnelles marquées sur les rayons du faisceau O. 

La relation entre la double base OD = aô et l'indice n se dé- 
duit de la considération des triangles équivalents (176)OS|D, 
GCiDi (Jig* 117). On a en effet 

OD.SiPi=OD,.CiPi. 

Mais (177) 

/{ 
On a donc, en posant 0D| '=.y et D| S| = j: : 

^* = 2 bnr , 

équation de la parabole d'indice n qui correspond à la double 
base 2 6. 

On voit par cette équation que, pour une parabole donnée, 
la base de réduction et Pindice sont inversement proportion- 
nels. 



a6o 
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III. — Usage des Tables paraboliques. 

183. Soient oi23Q... {^fig- 121) le contour polygonal com- 
mun à une suite de demi-profîls en remblai, PQ la ligne variable 
du terrain et U le point où la droite Q3 prolongée rencontre 
Taxe vertical Po. L'aire de chacun des demi-profils proposés est 
égale à la différence entre l'aire du triangle UPQ, limitée dans 
chaque cas par une position de PQ, et l'aire constante oi23U. 
Pour réduire cette aire à la base donnée by on détermine sur 
QU le point A, situé à la distance b de Po et l'on mène les 
droites ii|, 22|, 36, respectivement parallèles aux droites 20, 
3 1 1, A 2 1. Le polygone oi23U se trouve ainsi transformé en un 

FIg. 12 j. 



P/ 



'^h^'.N 




.-.?.e .._.„-._-_-T;t2^Ç 



\—' — ' 



triangle équivalent AUB, qui a pour hauteur la base donnée b 
et pour base UB le double du segment /, mesure de l'aire à re- 
trancher. 

L'indice t — a de la parabole étant donné, pour chaque position 
de PQ, par le triangle UPQ(177), on prend sur les axes de la 



VSAGB DES TABLES PARABOLIQUES. 26 1 

lable (yî^. 120) les longueurs OR = OD = 26, et l'on porte sur 
la verticale du point R la longueur RS égale à afc(T — a), c'est- 
à-dire au segment MN [fig. 121) limité par les droites QP et QU 
sur la verticale située à la distance 26 du sommet Q. On mène la 
droite OS qui coupe l'horizontale DC en H. Le point H appartient 
à la parabole cherchée. 

En effet, les triangles semblables ORS, HDO donnent 

OR RS ,, , TrZ^ «. « m^mm 

—7 = 7—, d'où OD=:RS.DH. 
DH OD 

OD et DH sont donc respectivement l'ordonnée et l'abscisse d'un, 
point de la parabole ^2= RS.a:, oùj'^= 2 6(t — a)^, 

La mesure du triangle UPQ sera donc fournie par Tabscisse de 
la parabole t — a qui correspond à l'ordonnée 0T= UP. Si l'on 
diminue cette abscisse de la quantité/, c'est-à-dire si on la compte 
à partir de la verticale qui est à la distance /de OY, on a directe- 
ment la mesure /a du profil proposé oPQ32i. 

On obtient de la même manière la mesure des autres profils, qui 
ne diffèrent du premier que par la position de la droite PQ. 

On peut, à titre de vérification, déterminer directement sur 
la fig. 121 la mesure /a fournie par la réduction du qua- 
drangle ABPQ. On procéderait exactement de la même manière 
si les profils en remblai précédemment considérés étaient rem- 
placés par des profils en déblai, limités à leur partie inférieure 
pour le contour polygonal invariable oi2345Q|. On prolonge- 
rait la droite Qj5 jusqu'à sa rencontre en Ui avec la verticale 
du point o. L'aire constante à retrancher U| 5432 10 serait im- 
médiatement transformée en un triangle A |B|U|, de hauteur ib 
et de base 1)461 = 2/1. La ligne du terrain étant PiQi pour 
l'un quelconque des nouveaux profils considérés, on opérerait 
sur le triangle U4 P| Qi comme on a opéré précédemment sur le 
triangle UPQ. 

IV. — Tables simplifiées. 

184. Les tables paraboliques dont nous venons d'indiquer la 
construction peuvent, à raison de leur généralité, être employées 
avec quelque avantage pour la détermination des aires de dé- 
blai et de remblai circonscrites par des profils de types variés. 
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Mais, quand le projet comporle un profil constant, dont le type 
va se répétant, on a recours à des Tables d^une construction plus 
simple. 

Considérons des profils qui ne diffèrent entre eux que par la 
cote de déblai ou de remblai sur Taxe et par Tinclinaison du terrain. 
Soient, comme précédemment, a (/î^. 118) la tangente trigono- 
métrique de Tangle compris entre Thorizontale et la ligne du ter- 
rain, T la tangente de Tangle compris entre Thorizontale et la ligne 
du talus ; soient, en outre, h la cote sur Taxe, c la hauteur con- 
stante qu'il faut ajouter à h pour avoir le segment intercepté sur 
Taxe par la ligne du terrain et par celle du talus, x la distance ho- 
rizontale du point d'intersection de ces deux lignes à Taxe, c'est- 
à-dire la largeur d'emprise correspondant au demi-profil consi- 
déré. On a 

{1) (t — a).r=: ^ -f- c. 

Si l'on désigne par C Taire complémentaire constante, tantôt 
positive, tantôt négative, qui est limitée par Taxe, par la plate- 
forme et par la ligne du talus prolongée, on a, comme expression 
de l'aire du profil, 

(a) A= - (/* -^c)Jc — C, 

ou 

(3) A=ifl:t£l!_c. 

Si l'on prend comme abscisse variable A + c et comme ordonnée 
la grandeur A, réduite à une base quelconque, le lieu des extré- 
mités de cette ordonnée sera une parabole ayant pour axe celui des 
h -\-c et pour paramètre une fonction de t — a. On obtiendra 
donc des paraboles différentes, pour différentes valeurs de t ou 
de a, à la condition toutefois que t et a ne varient pas simultané- 
ment de telle sorte que leur différence soit constante. 

On retranche une fois pour toutes Paire constante C en déplaçant 
de la quantité convenable l'axe des abscisses parallèlement à lui- 
même. Celte disposition est loin de présenter le caractère de gé- 
néralité des Tables que nous avons décrites plus haut. 
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I. — Fommles générales pour le calcnl des emprises et des aires 

de déblai et de remblai. 



185. Désignons par a, t, h et x les mêmes quantités que précédemment, 
par a la demi-largeur de la plate- forme, et remplaçons, dans la relation (i ) 

Fig. 133. 




k. P 



du n® \9ky c par sa valeur a t. 11 vient, comme expression de la largeur 

d'emprise, 

AT -h // 



X 



— X 
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Le demi-profil présentera l'une des six dispositions suivantes : 

Rr. Remblai et terrain en rampe 
▼ers le talus. 

R/7. Remblai avec pente [fig. ii8]. 



D/). Déblai et terrain en pente vers 
le talus [fig. 121]. 

D r. Déblai avec rampe. 

DRr. Déblai au talus, remblai à 
l'axe, avec rampe. 



RD/7. Remblai aux talus, déblai à 
l'axe, avec pente [fig* 123). 



En appliquant la règle des signes aux segments et aux angles, on voit 
qu'il suffit de changer le signe de a pour passer de D/? à Dr ou de Rr à R/i, 
et le signe de h pour passer de Dr à DRr ou de fip à Kùp, Le passage de 

Fig. ia3. 




chacun des cas de gauche au cas correspondant de droite s'effectue par le 

changement simultané des signes de r, de a et de A, ce qui revient à ne 

changer aucun de ces trois signes. Les six cas se trouvent donc compris 

dans l'expression générale 

, , arzhh 

(1) x = -- 



\ en rem- 



On a le plus souvent, dans la pratique, r = i en déblai et t 
blai. L'équation (i) devient alors : 
Pour le del>lai, 

(2) xz 

Pour le remblai, 

(3) 



rba llha' 



7,a 



3/1 



3a 
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186. Si, dans la relation (a) du n^ 18&, on remplace c et C par leurs 
Ta leurs respectives OTCi — j on sl, comme expression de Taire du demi- 
profil, 

(4) A = fA + ^(x-«). 

Cette formule s'applique non seulement aux quatre types de profils non 
croisés [fig. iiB et ista], mais encore aux quadrilatères croisés ABCD des 
types DR/ et RD/> [Jig, i23), pourvu qu'on tienne compte des conven- 
tions relatives aux signes des grandeurs rectilignes , angulaires et superfi- 
cielles (81). Le circuit ABCD, considéré, par exemple, comme parcouru en 
sens positif dans les types Dp et Dr en déblai, limite des aires positives, 
déterminées dans l'équation (4) par des valeurs positives de h et de t. Le 
même circuit ABCD, parcouru en sens opposé dans les types Rr et Kp en 
remblai, limite des aires négatives, déterminées par des valeurs négatives 
de h et de r. Enfin, dans les deux types mixtes, le circuit et l'aire sont 
positifs en déblai, négatifs en remblai, ce qui est vérifié par r positif et /i 
négatif dans DRr, par t négatif et h positif dans KDp. Dans chacun de ces 
deux cas, la valeur de A est positive ou négative, selon que la plus grande 
surface partielle est en déblai ou en remblai. 

On étend donc la formule (4) ^ ^^^s les cas en écrivant 

(5) A = ±^/i± — (x-^a). 

IL — Tableaux graphiques de M. Rouit (M* 

187. Les formules (?.) et (3) du n*> 185 servent à construire des ta- 
bleaux graphiques sur lesquels on détermine directement les largeurs d'em- 
prises. 

Prenons pour axes de coordonnées OX, OY [Jîg, ia4) deux droites rec- 
tangulaires d'un réseau quadrillé dont l'interligne représente i™,oo à 
l'échelle. Chacune des divisions déterminées par le quadrillé sur les axes 
porte un nombre qui exprime la distance en mètres (réduite à Téchelle] 
comprise entre la division correspondante et l'origine. 

Si Ton pose dans la relation ( 2 ] 

a h 

m = ; î /l = - 



(») Nout^eaux Tableaux graphiques donnant les largeurs d'emprise et les surfaces de 
détUù et de remblai des profils en travers, par M. Rovit. Autos^raphie, Bordeaux, 1877. 
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i^ei Àjoations déterminent, pour chaque Taleur particulière assignée k a. 
une mime droite passant par l'origine et founiîuent, pour la valeur de x 
considérée, les abscisses m, n qui correspondent respective ment aux or- 
données variables a et A. La lai^ur d'emprise x est égale i la somme ou 1 
la différence de ces abscisses. 

On convient que l«s ordonnées, toutes dirigées dans un sens positif, re- 
présentent les valeurs de a ou de A, selon qu'elles sont mesurées k droite ou 
a gauche de l'axe des y. On construit en conséquence, pour chaque valeur 
de a, deux droites, OU et ON, qui sont syinétri<|uefl dans le cas particulier 
considéré, mais qui cessent de l'être lorsque r n'est plus égal k l'unité. 
On mesure les abscisses m entre OT et OM et les abscisses n entre OT 
et ON. 

Pour copstruire le double faisceau de droites OM, ON, onfait a^A=:io, 
et l'on attribue k a. des valeurs variant de cinq en cinq centimètres. Pour 
«=:+ 30, on a, dans la formule (a), appliquée au cas Dp de la jf^. 133, 



Fl(. "i. 
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in:=nr^ 8", 333. Pour la même déclivité prise en sens inverse [cas Dr], 
on a m ^ rt = 1 2" , 5o. 

Si a prend successivement les valeurs 00 , + 1, o et — 1, c'est-i-dire si 
lu ligne du terrain coupe celle du tulus sous des angles de 1 35°, 90°, 4^* 
et o**, les droites OM et ON prennent des positions inclinées respectivement 
de 90", 63° 26', 45° et o' sur j'horisontale. 

On déterminera, par exemple, la largeur d'emprise jr^i6'",35 d'an 
demi-proGI Dp, dans lequel a = fi", 00, h ^ 5", 00, a.-=. — o",30, ai 
mesurant sur rhoriir>nlale 8, à droite, le segment de lo" compris entre 
OT et OM_g,„, et sur l'horiion taie 5, à gauche, le segment de 6'",25 corn* 
pris entre OT et OH.,,,,,. 
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Dans le cas des profils eo remblai [fig. 17.5] le faisceau ne présente 
plus deux parties symétriques ; car, pour des valeurs égales de a et de /i. 



les valeurs de /it = 



2a 



et de /i = 



3/* 



3a 



(formule 3) sont entre 



2db3a 
elles dans le rapport | . 

Aux valeurs ao , 4- 1, -f- o,5o, o et — o,666 de a, correspondent res- 
pectivement, sur rborizontale i o, les valeurs o, 4"» 5" • 7 < 4> ' o"* > ^o de /w, 
et les valeurs o,6, S^.Syi, i5",qo de /i. 

188. L'un des avantages des tableaux étant de rendre inutile le dessin 
des profils, il faut pouvoir, à Taide des seules données (a et //) particu- 
lières à chaque demi -profil, déterminer celui des six cas possibles dans 
lequel on se trouve. La distinction résulterait des signes de a et de //, si 
elle ne devait porter que sur les quatre cas de demi -profils entièrement 
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en déblai ou en remblai. Mais la déclivité et la cote rouge ont mêmes signes 
dans les types D/? et RD/?, et mêmes signes, contraires aux précédents, 
dans les types Rr et DRr. Aussi faut-il, pour rendre la distinction immé- 
diatement possible entre tous les types, pouvoir vérifier à vue si la dis- 
tance ^1 = - de l'axe à l'intersection de la plate-forme et du talus [fig» 1 23) 

est plus grande que a, ce qui a lieu dans les cas D/?, Rr, ou plus petite 
que /r, ce qui répond aux cas RD/), DR r. 

On construit à cet effet un tableau auxiliaire dans lequel les ordonnées 
et les abscisses représentent respectivement les valeurs de h et de a. L'ori- 
gine des coordonnées est alors le centre d'un faisceau de droites dont les 
inclinaisons correspondent aux diverses valeurs de a. On lit sur le tableau 
ainsi disposé les valeurs à&a^a qui correspondent, pour chaque demi- 
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profil, aux valeurs données de A et de a. Il est commode d*adopter pour les 
ordonnées une échelle décuple de celle des abscisses. 

189. La formule (5) du n° 186 permet de consti'uire [Jig. ia6) un 
abaque de droites sur lequel on relève directement Taire des demi-profils. 
On pose, à cet effet, 

La première de ces deux équations représente, pour chaque valeur de j:, 
une droite qui passe par l'origine et qui sert à déterminer l'abscisse p cor- 
i^spondant à chaque valeur de l'ordonnée h. Les quantités h eip sont me- 
surées à gauche de OY. Les droites qui correspondent aux valeurs o, i, 
2, . . ., 5o, . . ., 00 de X coupent respectivement l'horizontale lo aux dis- 
tances o, 5, 1 o, . . . , 25o, . . . , 00 de Taxe OY et déterminent, sauf le signe 
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qui est celui de /i, les aires /> exprimées par ces derniers nombres. U con- 
vient de réduire l'échelle des abscisses au dixième de OfUe des ordonnées. 
L'équation 

donne lieu à une construction analogue du côté droit de Taxe des j^. Cette 
construction comprend deux séries de droites : les unes en traits pleins, 
pour r = I ( talus en déblai ), les autres en traits pointillés pour t = o ,666 
(talus en remblai). Les droites pleines correspondant aux valeurs o, i, 
9 , . . . , 5o, ... ; . . . , 00 de X — a^ coupent respectivement l'horizontale 
lo aux distances o, 5, lo, . . ., !i5o, . . .,qo , de Taxe OY et détermi- 
nent les aires q de déblai exprimées par ces dernière nombres. Les droites 
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pointillées correspondant aux mêmes valeurs de u: — a coupent l'horizon- 
tale 10 à des distances du même axe qui sont les | des précédentes. 

Le tableau s'applique à tous les cas, pourvu qu'on tienne compte des 
signes. Toutefois, dans les demi-profils mixtes DR r et RD/;, il ne fournit que 
les aires excédantes de déblai ou de remblai. Ces ailles, seules utiles pour 
étiiblir le mouvement des terres, ne suffiraient pas pour déterminer le cube 
total de la fouille. C'est pourquoi un dernier tableau est destiné à fournir 
les aires efiectives de déblai et de remblai dans les demi-profils mixtes. 

On remarque, à cet efiet, que la valeur de A (équation 5] peut être mise 
sous la forme 



(6) 



A = 



2 ^^ 2 ^ ' 



qui ressort du simple examen de la fig . 1 23, et qu'on déduit d'ailleurs de 
la formule (5) en retranchant de chacun des deux termes du second 
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membre Taire commune -^ {x — a], 

2 ^ ' 

Sous la nouvelle forme (6) les quantités 
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sont, dans chacun des cas DRr, RD/?, les aires mêmes de déblai et de rem- 
blai dont la somme algébrique est égale à A. 

Dans le tableau [fig, 127), qui sert à déterminer séparément ces quan- 
tités, le côté gauche est réservé aux ordonnées /<, aux abscisses p^ et aux 
rayons issus de l'origine qui correspondent aux valeurs de a^. On lit, au 
contraire, du côté droit, les ordonnées x — a, les abscisses q^ et les rayons 
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qui correspondent aux valeurs de a^, rayons en traits pleins pour r = i et 
en traits pointillés pour t = 0|666. 

Les divers tableaux que nous venons d*étudier s'appliquent à toutes les 
largeurs de plates* formes, à toutes les cotes sur Taxe, et k toutes les dé- 
clivités de terrains. On peut évideinnient en tracer de pareils pour toutes 
autres inclinaisons de talus. 

190. Le même auteur a proposé, pour la détermination graphique des 
largeurs d'emprises et des aires transversiiles, d'autres tableaux construits 
d'après les mêmes principes, mais qu'un choix différent de coordonnées a 
permis de disposer autrement. 

Si dans la formule ( i ] on fait 

T III a 
il vient 

si l'on pose 

et qu*on porte, pour une valeur constante de r, les valeurs de k en or- 
données, les valeurs de m en abscisses à droite et les valeurs de n en 
abscisses à gauche, on a, pour chaque valeur de a ou de /i, féquation 
d'une droite passant par l'origine. Sur chacune des droites ainsi déter- 
minées est écrite la valeur de a ou de h qui lui correspond. Les horizon- 
tales du tableau portent, comme graduations, non les valeurs k de leurs 
ordonnées, mais les valeurs correspondantes de a. On dresse deux tableaux 
distincts, l'un pour t = i, l'autre pour r = 0,666. 

Ces tableaux des largeurs d'emprises nous paraissent mieux disposés 
que les précédents. Leur lecture est plus facile, et ils ont aussi l'avantage 
de substituer une seule série d'ordonnées ^ à la double série des ordon- 
nées a et /<• 

Les tableaux pour les aires comportent des modifications analogues. On 
pose, comme précédemment dans (5), 

D — it- A, qz=± — (.r— <t). 

Ayant assigné à r une valeur constante, on porte les valeurs de x en or- 
données, les valeurs de/; en abscisses à gauche, les valeurs de 7 en abscisses 
à droite. Ou a, pour chaque valeur de /i, l'équation d'une droite passant 
par Tongine, et pour chaque valeur de a une équation de la forme 

qui est celle d'une droite ne passant plus par l'origine. 
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On dresse deux tableaux de cette double série de droites, Tun pour les 
déblais (r = i], Tautre pour les remblais (r = 0,666). 

Tous ces tableaux deviennent évidemment plus simples quand on les 
dresse pour une étude déterminée ne comportant qu'une seule largeur n de 
plate- forme. 

III. — Tableaux graphiques de M. Lalanne. 

191. Quand on remplace, dans Téquation (2] du n^ 184, c et C par 
leurs expressions en fonction de la demi plate-forme a, on a 

^ ' 2 2(Tlta) 

Si a et r sont des constantes, et si l'on considère les variables /i, a et A 
comme des coordonnées rapportées à trois axes rectangulaires, cette rela- 
tion représente un hyperbololde dont les lignes de niveau sont des para- 
boles (184). 

Mais, en posant 

/t' = \og{ar±h), a'=z=log(Tit:a), 
on a l'équation 

qui est celle d'un cylindre horizontal dont les sections planes, parallèles 

aux plans des h' a', donnent un abaque de droites parallèles, inclinées à 

deux de base pour un de hauteur sur Taxe des a. 

Si l'on substitue à la graduation de cet axe, exprimée par la valeur de a\ 

a' 
une autre graduation exprimée par a'^= — 9 la relation précédente devient 



/,'=«'+^log2(A + ^) 



et les droites parallèles, dont chacune correspond à une valeur particulière 
de A, sont inclinées à 45° sur les deux axes. 

D'autre part, la relation (i) du n" 184 devient, quand on remplace c par 
sa valeur a r, 

[r ± ol)x = ar "àz h 

et donne, par la transformation logarithmique, 
(n) /i'=a'-4-log«. 

Cette équation, dans laquelle h' et a' ont les mêmes valeurs que plus 
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haut, montre que les largeurs d'emprises x seront données par les mêmes 
droites que les aires, si les ordonnées à l'origine sont les mêmes dans les 



a! 



deux cas, c'est-à-dire si à la relation a'^= — on ajoute cette autre condition 




ou 



(a + ^) = x.. 



Si Ton préfère ne pas lire les aires et les emprises sur le même système 
de droites, on pourra, par exemple, dresser Tabaque de telle sorte que les 
aires soient lues sur les droites à 2 de base pour i de hauteur, repr^ntées 
par l'équation [m] et les largeurs sur les droites à 4^^ représentées 
par réquation (/i). C'est le cas d'un tableau dressé par M. Lalanne en 
i85o(*). 

192. On peut aussi, selon la disposition plus récemment adoptée par le 
même auteur ('], faire que, les déclivités a étant lues sur les horizontales 
du tableau et les cotes h sur des obliques à ^5^ (pente de gauche à 
droite), les aires soient données par les verticales du tiibleau et les lar- 
geurs d'emprises par des obliques à 4S® (pente de droite à gauche]. 

Ces mêmes obliques donnent en outre, au moyen d'une seconde échelle, 
accolée à celle des emprises, les longueurs t des talus, exprimées par la 
relation 

. . / r it /r it fl a / 

/== (x — û) ^1 -+-T* = ^Ti V*-^ '*• 



Un premier tableau à quatre systèpies de droites cotées, disposé comme 
il vient d'être dit, se rapporte aux deux cas de D/7 et Dr (185) d'un demi- 
profil en déblai avec pente ou avec rampe. Un second tableau, analogue 
au précédent, permet de résoudre les cas Rr et R/>. 

Quand le demi-profil est mixte (RD/> ou DRr], il n'y a pas lieu de cher- 
cher l'anamorphose des tables qui doivent donner simultanément les deux 



(') Voir Lalanne, Mémoire sur les Tables graphiques, etc., PariB, 1846, et Examen 
critique dtun Tableau graphique publié par M, Davaine et nouvelles applications de 
Géométrie anamorphique, Paris, i85o. 

(•) Instruction pratique sur l'usage des Tableaux graphiques, suivie de la Collection 
de huit Tableaux graphiques pour la détermination des superficies de déblai et de rem- 
blai des profils en travers, des largeurs d* emprises et des longueurs de talus, Paris, 
juin 1879. 
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aires partielles, car la graduation des axes de coordonnées qui conviendrait 
pour Tune ne conviendrait pas pour l'autre. On a dressé pour ces derniers 
cas, beaucoup moins fréquents que les quatre autres, des tableaux spéciaux, 
avec graduations en parties égales et courbes de niveau non déformées. 
Deux tableaux triangulaires de cette sorte fournissent les aires de déblai 
et de remblai du demi-profil, Tun dans le cas DRr, Tautre dans le cas KDp. 

Chacun de ces tableaux présente deux systèmes de courbes paraboliques. 
Celles du premier système, tracées en traits pleins, portent à côté de leur 
cote la lettre D (déblai). Celles du second système, tracées en traits inter- 
rompus, sont marquées R (remblai). Le point de rencontre de Thonzon- 
tale qui correspond à une cote donnée A et de la verticale qui correspond 
à une déclivité donnée a, se trouve compris entre 
deux courbes D consécutives et entre deux courbes 
R consécutives. Les cotes des deux premières 
courbes donnent, par une interpolation à vue. Taire 
partielle en déblai ; les cotes des deux autres don- 
nent Taire en remblai. 

Dans deux autres tableaux triangulaires, dis- 
posés aussi respectivement pour les cas RD/?, DRr, 
le point commun à Thorizontale de la cote sur Taxe 
et à la verticale de la déclivité est compris entre 
deux droites cotées appartenant au faisceau de 
droites concourantes déterminées par Téquation 
des emprises. La cote de ce point, évaluée à vue, 
donne la largeur d*emprise cherchée. Une double 
échelle, placée à la base de chaque tableau, 
permet de lire immédiatement la longueur du talus t =z [.r — a) yi 
qui correspond à l'emprise x. 



Fig. ia8. 
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193. Les six tableaux dont nous venons de parler ne sont évidemment 
que les parties découpées et transformées de Tabaque complet auquel on a 
été conduit par la traduction graphique de la formule générale (191) qui 
comprend tous les cas. la^fig* 128 représente le cadre de Tabaque primitif 
et des six parties qui le composent (^). 



(*) L'idée de ce diagramme de répartition a été énoncée par M. Lalahrb dam lea 
Tables (numériques) nouvelles pour abréger divers calculs relatifs aux projets de 
routes, etc. Paris, iSSg. (Voir Annales des Ponts et Chaussées, lois et ordonnances, 
1840, p. 389). Mais c'est sealement dans V Appendice n* A au Cours de construction 
de Sganzin, i8{3, qoe l'auteur a considéré le plan du diagramme comme plan de 
projection des courbes paraboliques de nireau situées sur la surface des aires. En 

18 
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Les rampes (+ «) s<mt |>ortëes en abscisses dans le sens positif, jusqu'à 
la limite OA qu'on a jugée suffisante; les pentes ( — a) sent portées dans 



1843, après riiivenlion de Vabaque rcctiligiie, M. Lalax.ne a fuit une première appli- 
cation du principe de Tanamorphose géométrique à la construction de Tableaux gra> 
phiques relatifs aux calculs des terrassements dans les chemins de fer à deux voies 
(Circulaire ministérielle du 2 septembre i843, et Instruction à la suite» dans les 
Annales des Ponts et Chaussées^ lois et ordonnances, i843, p. 676). Ces Tableaux, et 
d'autres analogues dressés de i844 ^ 1^4^ {Mémoire sur les Tables graphiques, etc., 
1846), ne comprenaient encore, comme Vabaque lui-même, que trois cours de droites 
(horizontales, verticales et obliques à 4^% avec pente de gauche à droite). 

L'ingénieur Dàvai?(b avait publié, en 184^, dans les Mémoires de la Société des 
Sciences de Lille, un tableau graphique qui mérite d'être analysé, tant à raison de son 
originalité propre que pour les conséquences utiles de la polémique à laquelle cette 
publication donna lieu. Davaime avait remarqué que le triangle CDO {Jig. lai), 
somme de l'aire à déterminer et du triangle constant ABO, est la moitié du parallé- 
logramme CODQ. Se fondant sur cette propriété connue (G. 140), que les parallèles 
aux asymptotes d'une hyperbole, menées par un point quelconque de la courbe, 
forment avec les asymptotes un parallélogramme d'aire constante, Oavâiiie avait con- 
sidéré les droites CO, CQ, qui se coupent sous l'angle constant du talus et de la 
verticale, comme les asymptotes communes à une suite d'hyperboles ho mo thé tiques. 
Ces courbes étaient tracées sur une même table, et chacune d'elles portait une cote 
égale à la différence entre la moitié de l'aire constante du parallélogramme corres- 
pondant et Taire constante du triangle ABO. En d'autres termes, l'hyperbole passant 

CO X CO 
par le point D avait pour cote l'aire A = — ■===r du demi-profil ABCD. Le point D 

était déterminé, dans chaque cas, par la droite CD, menée de l'origine avec l'incli- 
naison a, et par la droite QD menée du point Q, tel que CQ = OD, avec l'inclinaison r. 
Ou entrait donc dans cette Table, comme dans les précédentes, par la cote sur l'axe 

CO 
et par la déclivité. La largeur d'emprise CP = % projection horizonule de 

l'abscisse du point D, était aussi donnée par la simple lecture des nombres marqués 
sur les divisions de l'axe CO. L'usage de la Table pouvait être étendu à diverses 
largeurs de plate-forme, pourvu que l'inclinaison du talus restât constante, et que les 
chiffres de graduation des ordonnées et des courbes fussent, pour chaque nouvelle 
iargeur, augmentés ou diminués d'une quantité constante. Mais le tracé des courbes 
présentait des difficultés; l'obliquité de leurs intersections avec les droites QD ren- 
dait les lectures difficiles dans certaines parties de la figure : l'usage de la Table dans 
les cas RD/y et DRr exigeait qu'on eût recours à des constructions supplémentaires 
<et à des calculs; enfin, l'inventeur avait cru à tort que la Table dressée pour un cer- 
tain talus servirait pour un talus différent, sans qu'il fût nécessaire de changer les 
inclinaisons et les cotes des droites CD. M. Lalanme, après avoir signalé ces divers 
inconvénients [Examen critique, etc., Paris, 1800), a soumis la Tablo de Davaixe à 
deux anamorphoses successives. La première a donné des axes rectangulaires et des 
hyperboles équilatères; la seconde a transformé ces hyperboles en droites parallèles, 
inclinées à 45" de gauche à droite, et les droites convergentes CD en droites per- 
pendiculaires aux précédentes. (Voir le Tableau résultant de cette transformation 
dans les Annales des Ponts et Chaussées^ i85o, 1"' sem.,, pi. CLXXVI). Les inconvé- 
nients de la Table Da vaine étaient ainsi supprimés et, d'autre part, Vabaque et les 
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le sens négatif A'. Les cotes sur l'axe h fournissent des ordonnées posi- 
tives OH pour le déblai, et des ordonnées négatives OH' pour le remblai. 



tableaux du i843 se trouvaient très heureusement complétés par l'adjonction d'un 
second cours d'obliques parallèles. {Notice sur les procédés de calcul employés par les 
ingénieurs anglais pour la rédaction des projets de chemins de fer, avec un tableau 
graphique, etc., i85i. — Tables graphiques dressées en iSSa et en i854 pour les com- 
pagnies des cbemins de fer du Nord et de l'Est. — Instruction pratique, etc., avec la 
Collection de huit Tableaux graphiques, etc., juin 1879. — Quatre Tableaux pour deux 
profils spéciaux des chemins de fer corses, 1880). 

Les Annales des Ponts et Chaussées (187g, a* sem., p. 98) contiennent un Rapport 
de M. DB FocRCT, sur la comparaison faite par M. Ricour de diverses méthodes em- 
ployées pour la détermination des aires des projfils en travers, des emprises et des talus. 
L'étude comparative porte sur les Tableaux anamorphiques de i843 et sur de nou- 
velles Tables proposées par M. Wotciechowski. La conclusion de M. Ricoun est que la 
méthode Lâlà!i:ib offre le double avantage de donner en moins de temps des résultais 
plus exacts et de ne pas exiger le tracé des profils en travers. Cette conclusion se 
rapporte au cas où la pente transversale du terrain peut être considérée comme uni- 
forme. La méthode de M. Wotci£cbow8ei mérite, au contraire, d'être recommandée, 
lorsque le profil du terrain est une ligne brisée. Cette méthode, dite de la ligne com- 
pensatrice, a été l'objet de deux publications successives : l'une dans les Annales des 
Ponts et Chaussées, 5* série, 1874* 3* sem., p. 19a {Note sur une méthode nouvelle 
pour le calcul des aires de déblai et de remblai dans les profils en travers, proposée 
par M. Wojciechowski, etc.), l'autre, beaucoup plus étendue, dans les Annales indus' 
irielles (livraisons des 6, i3, 20, 37 septembre, 4> ^6 octobre et i5 novembre 1874, 
36 septembre, 3 et 17 octobre 1875). 

On trouve aussi, dans les Annales des Ponts et Chaussées (1880, a* sem., p. 3o3), une 
JVote de M. H. Willottk sur la détermination, à l'aide de Tableaux graphiques, des 
surfaces des profils de terrassements. Le Tableau de M. Willotte n'est pas sans ana- 
logie avec celui de Davairk, bien qu'il soit déduit, comme cas particulier, de con- 
sidérations beaucoup plus générales. II se compose, en effet, d'hyperboles homothé- 
tiques, qui ont pour asymptotes la ligne du talus OC et l'axe du profil OD {fig. laa). 
Chacune de ces courbes est l'enveloppe des droites CD qui découpent dans le demi- 
profil des aires équivalentes à une aire donnée. Les valeurs des aires sont inscrites 
comme cotes sur les courbes correspondantes. On réduit le Tableau à d'étroites limites 
en ne traçant de chaque courbe que le petit segment qui enveloppe des droites CD de 
déclivité pratique. Ce Tableau invariable étant gravé d'avance sur un nombre suffisant 
de feuilles, en même temps que le gabarit du demi-profil, on trace sur chacune de ces 
feuilles plusieurs positions de la ligne CD déterminées par les cotes h et les déclivités a 
d'autant de profils en travers consécutifs. Ce tracé est facilité par une échelle linéaire 
placée sur l'axe et par une échelle angulaire, formée d'un faisceau concentrique dont 
chaque rayon a pour cote sa déclivité. Ce faisceau étant gravé sur la feuille, à proxi- 
mité du Tableau, on trace chaque droite CD en menant à l'équerre, par le point de 
l'axe coté h, une parallèle au rayon du faisceau coté a. La droite CD est, d'après la 
construction, tangente, soit à l'une des hyperboles tracées, soit à une courbe inter- 
médiaire. On lit directement, dans le premier cas, et par interpolation à vue dans le 
second, la cote de la courbe, c'est-à-dire l'aire du profil. La largeur (l'criptito et la 
longueur du talus sont lues sur deux échelles placées à droite et à gauche d« OC. 

Dans une Note sur la généralisation des Tableaux construits d'aprèt la méthode de 
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Le rectangle MNPQ, dont le plan est supposé horixontal, contient donc les 
pieds de toutes les ordonnées verticales qui représentent les valeurs des 
aires A correspondant aux valeurs de h comprises entre O et ±0H et aux 
valeurs de a comprises entre O et dbOA. Les sommets de ces ordonnées 
forment la limite superficielle du stéréogramme des aires dont les sections 
planes horizontales, projetées sur MNPQ, donneraient Tabaque à courbes 
paraboliques. 

On voit immédiatement que les rectangles partiels 

ON ] / Dr, 

OP r donnent respectivement les solutions j Rr et DRr, 

OM I qui conviennent aux cas j Dp et RD/>, 

OQ ) ( Kp. 

Il reste à décomposer le rectangle OP en deux parties, correspondant 
respectivement aux cas Rr et DRr et le rectangle OM en deux parties, cor- 
respondant aux cas Dp et RDp. Or il est aisé de vérifier que si d est la 
distance de Taxe au point de rencontre de la plate-forme et de la ligne du 

terrain, on a /< =' xee, selon que d = a» 

La première condition correspond aux cas DRr et RD/7, et la dernière 
aux cas Rr et Dy; d^où il suit que la droite BB', représentée par l'tquation 
/i = jra, sépare les trapèzes OBPH' et OB' M H, correspondant respecti- 
vement ù Rr et à D/?, des triangles OAB et OA'B', correspondant à DRr 
et RDp. On a ainsi les gabarits primitifs des six tableaux que nous avons 
précédemment décrits. Les quatre premiers» rectangulaires ou trapézoïdaux, 



H. W illotte {Annales des Ponts et Chaussées, i88a, a* sem., p. 90), M. DciasT propose 
l'emploi d'un rapporteur trapézoïdal transparent, sur lequel on a tracé, une fois pour 
toutes, le faisceau de droites figurant les di?er8es inclinaisons du terrain. La grande 
base du trapèze, sur laquelle ces inclinaisons sont cotées, glisse comme le bord d'une 
équerre sur une règle dont le bord coïncide avec l'axe coté du demi-profil. On arrête 
le rapporteur dans la position qui fait passer la droite d'inclinaison a par le point 
de l'axe coté h et on lit, à travers le transparent, la cote de la courbe tangente à 
cotte droite, sans avoir besoin de tracer la ligne CD. Qn peut ainsi n'avoir que deux 
Tableaux, l'un pour les déblais, l'autre pour les remblais. M. DcBan indique, en 
outre, certaines dispositions qui permettraient d'étendre l'emploi du procédé à 
d'autres largeurs de plate-forme, et de déterminer les aires des profils mixtes par nn 
simple déplacement du rapporteur. Il convient de rappeler à ce propos que Cocsikest 
avait donné, en 1839, dans le Calcul par le Trait, la description d'une règle transpa- 
rente, au moyen de laquelle on peut obtenir, par une mesure linéaire, la superficie 
d'un triangle ou d'un quadrilatère. 

Voir enfin, dans les Annales des Ponts et Chaussées, 1884, i** sem., p. 9 11, nne 
Note de M. Switeowsu Sur un procédé (graphique) de détermination expéditipt des 
surfaces, emprises et talus des profils de terrassements. 
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ont subi la transformation annmorphique ; les deux derniers, triangulaires, 
ont donné les tableaux supplémentaires à courbet non transformées ('). 

191). Nous avons dit plus haut comment Yabaque prïtaidî et les tableaux 
graphiques pour le calcul des terrassements avaient été complétés par l'in- 
troduction d'un second cours d'obliques i 4^°' ^-^ nouvel abaque complet, 
dont \3.fig. 129 présente une réduction, permet de suppléer ù l'insufBsance 
des Ubleaui construits en vue de gabarits spéciaux. 11 peut arriver, jwr 
exemple, que b forme ou la nature du terrain conduise à adopter exce[>- 
tionneltement des longueurs de plate-forme ou des déclivités de talus qui 




s'écartent des types cnuntats. La construction de tableaux adaptés à c 



(*) Dkdé V Appendice n' 4, t. [, du Court Je coitiiractîon de Sgitnzin, M. I.aLanne 
avait tu cooduil, pirU coniidé ration dei Toliti lalértui, k neuriypea de demi-profils 
et h neuf formulM diiUactei, qui détermiDiisnl la décomposition du rectangle MNPQ 
an neuf flEurci, *u lieu de aii. Les troii figun-] lupplënieatalrea ëtoient délermioéo 
par une droite B'C, repré«eotéo par l'iquition h = «'« — p, dms laquelle a' Mt la 
dIetaoM de l'aie *u pied du lalui extérieur du foaao et p la profondeur du même 
Toiaé. Cette droite détachait un triangle de RD^, un triangle de R^ et un trapéie 
de Br. On avait de la aorte, au-deaaoua d» BB', ali r^oni qui ae réduiienl k trois 
qoand on cesse d'introduire lea foasée. 
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cas particuliers n*étant pas justifiée par l'application qu'on en pourrait 
faire a un trop petit nombre de profils, il est plus pratique de déterminer 
les aires au moyen de l'abaque complet. On remarque en' efiet que, grâce 
«1 la graduation logarithmique des bords du cadre et des diagonales, la 
cote z de l'oblique MR {J!g. i3o] qui passe par le jtoint M de la verticale 

Fig. i3o. 




PM et de Thorisontale QM, menées respectivement à des distances de Tori- 
gine exprimées par AP = x, AQ = /, satisfait numériquement à la relation 

(i) z = xx. 

On voit aussi que la cote t de l'oblique inverse *MC, qui p<isse par le 
point M, est liée h x eikjr par la relation 



(^) 



t = -j d'où 






Or les aires de déblai et de remblai étant données par la relation (A) du 
n" 191, il su£Bra de suivre sur l'abaque de Isi/ig. 129 l'oblique de direc* 
tion MR cotée 2 ( t db a), jusqu'à la rencontre de l'horizontale cotée ^ t db /i. 



pour 



lire la valeur de ■ . sur l'oblique inverse de direction MC qui 



a^T 



passe par le point de rencontre. Retranchant la constante C = ^ $ on 
aura l'aire cherchée A (* ). 



(') V abaque complet permet, en général, do déterminer, au moyen des relation» 
(i) et (a) ci-dessus, deux quelconques des quatre quantités x^jr^ z, e, en fonctions 
des deux autres, il en résulte, pour chacune des quatre quantités, trois expressions 
différentes, qui correspondent à sept opérations distinctes. Chacune de ces opéra- 
tions n'exige que la lecture d'une cote relative aux deux donné'» de In question. 
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PROFILOUBTRB DE M, SI^GLER. 

IV. — Profilomètre de M. Siôgler (>). 

195. Si, dans la relation (X) du n^ 191, on fait 

fl'r 

(i) 2(Tifca)=rx, aT±hz=zf^ Ah = 3, 

on a 

(2) Z=-^- 

X 

Sur les directions OX, OY, OZ de deux axes rectangulaires (>f^. i3i) 

Fig. i3i. 



^'! 



■T 



./iX 




on marque respectivement des suites de points M, N, P, dont les disrancos 

( * ) Voir SifGLBR, Note sur un procédé rapide de détermination des surfaces de pro" 

fils en traverSy dans les Annales des Ponts et Chaussées. Paris, i88i, i*' sem., p. 98. — 

Léon Dorasd-Clays, Note sur l'évaluation des surfaces de déblai et de remblai, d'après 

les indications de 31. d'Ocagne, dans les Annales des Ponts et Chaussées. Paris, i883» 

t» sem., p. 4o3. 
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à Torigine représentent, à l*échelle adoptée, des suites de valeurs des va- 
riables X, j, 3. On inscrit aux points de division M, N, P, non les valeurs 
de j-, 7, z qui les déterminent graphiquement, mais les valeurs numé- 
riques res|)ectivement correspondantes des variables a, A, A, déduites des 
trois équations (i). On obtient la valeur OP de z et, conséquemroent, la 
•valeur de l'aire A qui correspond à ar = OM, jr = ON, en plaçant au point 
N le sommet d*une équerre MNP, dont Tun des côtés coïncide avec MN. On 
a en efTet 

OM X 



fl«T 



Les quantités 2t, <it, — étant constantes lorsque tous les profils ont 

même largeur de plate-forme et même inclinaison de talus, on arrive aux 
mêmes graduations des axes en déterminant d'abord les points 0|,0s, 0„ tels 

que OOi = ar, 00, = /it, 00^= — et en prenant ensuite les sommets 

du triangle des constantes, OiO^O,, comme origines respectives des valeurs 
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Fig. i32. 
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de a a, A et A. L'aire cherchée, A = OsP, est alors directement donnée par 
la figure. 

T varie ordinairement quand on passe du déblai au remblai. Si donc 
00s représente la constante ar dans le premier cas, un autre segment 00', 
la représentera dans le second cas. On mène en conséquence, par le point 
O,, parallèlement à ZK [fig. i32], un second axe O^D sur lequel on porte, 
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en même temps que les origines Oi, Os 9 les graduations de 2a et de A qui 
correspondent aux demi-profils entièrement en déblais. Ce second axe sert 
à déterminer les aires dans les casD^ et D^ (185). 

De même, un troisième axe O, R, mené par le point 0', parallèlement à 
ZX9 porte les origines O'^ , 0, et les graduations de 2 a et de A dans les cas 
Rr et R/7 des demi-profils en remblai. 

Quant au cas DRretRD/? des profils mixtes, on observe que, pour 
Taire de remblai à Taxe dans le premier et pour l'aire de déblai à l'axe dans 
le second, la relation (^] se réduit à 



2a 



Les constantes sont par conséquent nulles et les trois origines 0,, Os, O3 
se confondent avec l'origine primitive 0, située sur l'axe ZX qui sert à 
déterminer, dans l'un ou Tautre cas, les aires partielles A|. On détermhiera 
enfin sur l'axe O^D Taire de déblai au talus dans le cas de DRr, et sur 
Taxe 0', D Taire de remblai au talus dans le cas RD/?. 

Cette distribution des échelles et des origines entre trois axes horizon- 
taux a permis de porter les aires et les cotes sur Taxe dans les mêmes di~ 
rections respectives, contrairement à la conyention sur les signes des seg- 
ments. Quant aux déclivités, on les porte sur Taxe D, à partir de l'origine 
0|, à gauche pour les rampes, à droite pour les pentes, et inversement sur 
Taxe Ry à partir de l'origine 0', , à gauche pour les pentes, à droite pour 
les rampes. La graduation unique de ZX, dans la direction OX, marque 
des pentes ou des rampes selon que Téchelle tracée sur le même axe, dans 
Ja direction OZ, marque des aires de déblai (cas RD/?) ou de remblai (cas 
DRr). 

L'épure est d'un usage plus facile quand on adopte des échelles diffé- 
rentes pour chacune des trois variables x, j^, z\ mais, pour que la déforma- 
tion qui en résulte n'altère pas les rapports graphiques sur lesquels le 
procédé repose, il faut que les trois échelles soient liées entre elles par la 
relation ( 2 ) qui existe entre les trois variables. Pour étendre Tusage de 
Tëpure à un autre type de profils, il faudrait tracer deux nouveaux axes 
horizontaux dont les distances OO^, 00', à Torigine primitive seraient 
données par les constantes a et r du nouveau type. Il est d'ailleurs évident 
que la relation graphique établie par le triangle rectangle MNP entre les 
trois variables a, A et A permet de déterminer Tune quelconque de ces 
quantités en fonction des deux autres* On pourra, par exemple, transformer 
un profil donné d'aire A en un autre équivalent, étant donnée la déclivité a 
ou la cote h du nouveau profil. 
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196. L^UQ des avantiges de la méthode étant de n'ayoir pas h dessiner 
les profils, il faut que la demi-largeur d*emprise puisse être aussi mesurée 
sur l'épure. 

Cette demi-largeur a pour expression (185) e= * ~ » et, d'après les 

relations (i) du n<* 195, on a [Jig, i3i] 

^' "T" * — 1-^ = 2-^ = 2 tangOMN = 2 langONP = EF, 

T ± a .r OM 

F étant l'intersection de ON et de la parallèle à MN menée à la distance 

NE = 2. 

On lira donc e sur l'échelle EF, convenablement graduée, d'une èquerre 
transparente ou évidée. On remplace ordinairement cette échelle par une 
autre, inclinée à 45® sur les côtés de l'équerre. 

On pourra mesurer la longueur /du talus en menant par le point F 
la parallèle à NP jusqu'à la rencontre en R de la droite invariable GR, dé- 
terminée par la double condition que GE z= a et que r = tangFGR. 

On a, en effet, 

GR = {e — a))/i -hT*=L 

197. L'inconvénient de la disposition pœcédente consiste dans la difli- 
culte de placer bien exactement le sommet de l'équerre au point N. On 
obtient des résultats plus approchés en substituant, comme i*a proposé 
M. d'Ocagne, la parallèle N' P' à la perpendiculaire NP. L'échelle des z est 
alors reportée en prolongement de OY, suivant OP', et l*on répète à sa 
place l'échelle des y sur OP. Si, dans ces conditions, on fait glisser l'un des 
bords d'une cquerre ordinaire de la position MN, résultant des données a 
et /<, à la position parallèle N'P', telle que ON' = ON, on a immédiate- 
ment 

^^, ON'. ON j« 

en sorte que la valeur de s est donnée par la cote de graduation du iMiint 
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CHAPITRE VIII. 

OFÉBATIOHS (IBAPHiaUES 8ÏÏR LES AIBS8 (^) 



EccLiDis, Quœ supersunt omnia, OzoDias, MDCCIII, p. 667-684« — Leoxardo Pisano, 
Praetiea Geometriœ, Roma, 1863, p. 1 10-1/18. — K. yox Ott, Dos grapkische Rechiien 
und die grapkische Statik, Yierte Auflage. Erster Theil. Prag, 1879, $ 11-13. — 
J. Wbnck, Die grapkische jérithmetik imd ihre jinwendungen auf die Géométrie, 
Berlin, 1879, VII-IX Abschn. 

I. — Position du problème. 

198. On a vu que les opérations à effectuer sur les aires com- 
portent des réductions préalables qui permettent de substituer à 
ces aires des segments de droites (87). Mais quand il s'agit de re- 

(') Proclcs, dans son Commentaire sur le premier livre des Éléments (Procli 
DiADOCBi Ltcii, etc. In primum EucUdis Elementorum Ubrum Commentarium, etc., a 
FRAHasco Barocio, etc. PataTiî, i56o, p. ^o), cite, parmi les écrils mathématiques 
d'EucLiDB parreous jusqu'à lui, un Traité de la division des aires : Itemque de divi" 
sionibus liber. Il ajoute, à propos d'une question spéciale traitée dans ce livre : « Cir- 
culus namque et rectilineorum quodiibet in ratione dissimiles dividi potest figuras. 
Quod et ipse Euclides in divisionibus pertractat, aliam quidem figurarum in similes 
datas figuras, aliam vero in dissimiles dividens. » D'après Proclcs, le livre d'EccuDB 
avait pour titre : Ilipi 6iatipé9tb>v ^i6XCov. Ces indications, et quelques autres obser- 
vations du même commentateur, permettent de penser que le Traité de la division 
des aires était composé d'une suite de problèmes recueillis pour servir d'exercices 
aux élèves du Géomètre grec et pour être mis en pratique dans les applications de la 
Géométrie. Après Proclus, le livre d'EucLiPS tomba pour longtemps en oubli, et c'est 
seulement dans la seconde moitié du xvi* siècle que l'attention des géomètres d'Oc- 
cident fut ramenée sur un sujet dont les origines sont si anciennes. Les questions 
traitées dans le Livre de la division des aires furent cependant connues en Italie au 
commencement du xiii* siècle. ()n en trouve des traces évidentes dans la Praetiea 
Geometriœ de Léonard db Pise. On sait, du reste, que ce savant puisa sa culture ma- 
thématique aux sources arabes, et c'est précisément aux Arabes que nous devons tout 
ce qui a pu être retrouvé de l'ancien Traité grec. Ce Traité fut mentionné pour la 
première fois en Occident, vers 1670. Joh!I Dbb venait de découvrir un petit livre sur 
la division des aires qui portait en tète le nom de Mahombt Bacpadir, géomètre du 
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présenter, au moyen de certaines figures déterminées, les sommes, 
les diflerenceSy les multiples ou les sous-multiples d'aires données, 



X* siècle. U en publia, avec la collaboration de Fedebico Commaïvdiko, une traduction 
latine, précédée d'une Introduction dans laquelle il exprimait certains doutes sur le 
point de savoir si le Traité attribué à Bagdadix n'était pas précisément le Ilcpi hiax- 
pécrtuv ^i^iov d'EocuDE. Federico Commandiro ajouta à la traduction en la publiant, 
ainsi qu'il résulte du titre même : De iuperficîeritm divisionibut liber Makometo 
Bagdedino aseriptus nunc primum Joarnis Dbb Londinensù et Fedebici Commaxdisi 
Urbinatit in lucem editus/FEnUiici Commasidini de eadem re Ubellus, Pisauri, MDLXX. 
FiTLVio ViA!U' traduisit le Traité en italien dans le courant de la môme année. 

Des ne connaissait probablement pas le second passage de Proclcs, dté plus haut, 
qur.nd il publia le Traité qu'il avait eu la bonne fortune de découvrir. La connais- 
sance de ce passage le fortifia plus tard dans l'opinion qu'il avait d'abord timide- 
ment exprimée, et il écrivit de sa main sur l'exemplaire de Proclos qu'il possédait 
et en regard du même passage : « Clarum hinc esse potest Librum illum, sive frag- 
mentum, de Divisionibus superficierum, quem nos cum Mathematici excellentissimo 
D. Federico Commandino reliquimus, anno i563 ipsius Euclidis fuisse; quod tum 
conjiciebamus quidem, aliis argumentis adducti, hujus loci immemores. » 

Cette opinion de Deb ne fut pas admise sans contestation par les savants. Sir Heïcrt 
S A VILE (ProfUctiones tresdecim in principium elementorum Euclidis Oxoniœ habitœy\6209 
Oxonise, 163 1, p. 17) allégua, pour la combattre, qu'on ne pouvait attribuer à Eccudk 
un Traité entaché de plusieurs inexactitudes et dans lequel ne figuraient pas les 
propositions mentionnées explicitement par Proclcs comme se rapportant à la divi- 
sion du cercle et à celle des figures semblables ou dissemblables. En dépit de ces 
objections et de quelques autras, Gregory inséra, dans son édition des OEuvres 
d'EccLiDE, le Traité précédemment publié par Dee et par Comma!(dix (ETKAEIAOr 
TA SQZOMENA, Euclidis quas supersunt omnia. Ex recensione Davidis Gregorii, 
Oxoniœ, mdccui, p. 667-684). Gregory écrivait à ce propos {Op, cit. y p. lo-ii de la 
Préface) : Quod et raro admodum reperitur, et Euclidem auctorem magis sapiat quam 
optica et catoptrica pro ejusdem Libris habitas; » et il ajoutait : « illum latine tan- 
tum exhibemus: grœce enim, quod sciamus, nullibi reperitur. » 

Le Traité d'EocuDE sur la division des aires e&t tombé depuis dans un oubli presque 
complet. Les historiens des Mathématiques n'en ont parlé, jusqu'à ces derniers temps, 
que d'après les sources anciennes déjà citées et sans faire avancer la question par 
aucune recherche nouvelle. On trouve cependant, de loin en loin, dans les Traités 
de Géométrie plane et, plus parUculièrement, dans les Traités de Géométrie praUque, 
quelques propositions évidemment empruntées au Livre plus ou moins authentique 
d'EucLiDX. Ce n'est pas ici le lieu d'en suivre les traces par le menu, quelque intéres- 
sante d'ailleurs que puisse être cette recherche pour l'histoire de la Science. Nous 
préférons parler des travaux que Frakçois Woepceb a publiés tout récemment sur le 
même sujet. 

Ce savant, aussi profond orientaliste qu'habile mathématicien, a découvert dans le 
manuscrit n** 952, 2 (supplément arabe delà Bibliothèque Nationale), un fragment qui 
remonte à Tan 980 et qui contient une traduction du Traité d'EucLioE. Le géomètre 
grec y est explicitement désigné comme auteur de ce Traité [Woepcke, Notice sur 
des traductions arabes de deux ouvrages perdus d'Euclide; Journal tuiatique, 4* série, 
t. XYIII, p. ai8, aig, 233-347. Paris, MDCCCLI]. Le fragment découvert par Woepckb 
diffère beaucoup de celui que Deb et Commandim avaient antérieurement publié. Il ne 
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OU encore de diviser une aire suivant certaines règles indiquées, 
et de telle façon que les figures obtenues satisfassent à des condi- 
tions déterminées^ on doit recourir à des procédés spéciaux, gé- 



contient malheureusement, à quatre exceptions près, que les énoncés de trente-tix 
propositions « dont les démonstrations sont faciles », fait observer, en terminant, l'au- 
teur du manuscrit. Quelques-unes de ces propositions se rapportent au sujet que 
Proclus indiquait en ees termes : « Circulus namque et rectilineorum quodlibet in 
ratione dissimiles dividi potest figuras. » Nous avons tu que Savilb se fonde sur ce 
qu'elles ne sont pas contenues dans la version Dbe-Commandin pour contester l'au- 
thenticité de cette version. Wobpcrb a trouvé depuis de nouveaux documents pour 
la restitution du Traité d'EccLiDs dans un recueil de constructions géométriques 
d'AeouL Wefa, qui fait partie du manuscrit persan n* 169 (Ancien fonds de la Biblio- 
thèque Nationale). Quelques-unes de ces constructions, relatives à la division des 
figures planes, paraissent directement empruntées au géomètre grec {Recherches sur 
l'histoire des Sciences mathématiques chez les Orientaux^ d'après des Traités inédits 
arabes et persans. Analyse et extrait d'un recueil de constructions géométriques 
d'Aboâl Wefâ, par M. F. Woepcxb. Paris, MDCCCLV. Extrait n* 2 de Tannée i855 du 
Journal asiatique, p. 3, 60-83). 

Peu de temps après cette découverte, la munificence du prince Balthazae Bon- 
ÊOMPAGxi mettait à la disposition des savants l'ouvrage de Léonard ns Pisr, dont nous 
avons déjà parlé incidemment (•^cnVri di Leonardo, Pisano matematico del secolo de^ 
cimoterzo, vol. II, Leonardi Puani Practica Geometriœ et opusculi. Roma, 186a, 
p. 1 10-148). Cet Ouvrage contient, sous le titre de Distinct io quarta de divisionecam 
porum inter consortes, un exposé très complet de la division des figures planes, dont 
une partie au moins a été, sans aucun doute, puisée aux sources arabes. Loca Pacioli 
a très probablement fait usage des travaux de Léonard quand il a traité de questions 
analogues dans la Distinctio quinta de son Tractatus Geometriœ. Les OEuvres de 
Léonard de Pisb étant de publication récente, on s'explique aisément que son Traité 
n'ait pas été mentionné par les historiens des Mathématiques qui se sont occupés 
de la division des aires; mais il est plus difficile de comprendre que personne n'ait 
pensé au Traité de Pacioli, dont deux éditions ont été publiées, l'une en i^Q^i l*RUtre 
en 15^3. 

Une restitution du livre d'EccLiDB sur la division des figures planes a été tentée par 
le professeur L. F. Ofterdinger {Beitrâge zur IFiederherstellung der Schrift des Eu-- 
clides iiber die Theilung der Figuren. Ulm, i853.] 

Cbaslbs écrit, à propos du Traité de Mahomet Bagdadin : • Nous sommes tout à fait 
porté à attribuer l'ouvrage à un géomètre grec, à Eccudb, si l'on veut (puisque Proclus 
cite de lui un Traité de Divisionibus)\ car il ressemble parfaitement par sa forme et 
par la pureté du style géométrique aux Ouvrages des Grecs, et nullement à ceux des 
Arabes, qui, alliant la science des premiers à celle des Hindous, avaient introduit le 
calcul algébrique dans leur Géométrie et démontraient leurs propositions les plus 
générales sur des données numériques, et non pas dans l'état de généralité et d'abs- 
traction que présentent celles du Traité en question. Ajoutons que les Grecs avaient 
écrit sur la Géodésie dans les premiers temps de l'école d'Alexandrie, comme nous 
le voyons par un Ouvrage de Héron l'Ancien, mis au jour par M. Vsntvri, et que, s'ils 
n'avaient pas eu leur Traité De divisionibus snperjicierum, c'eût été une lacune que 
ne peut faire supposer la perfection qu'ils donnaient à leurs Ouvrages, a {Aperçu 
historique, etc., Paris, 1875, p. 497*) 
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néralement assez simples, et qui reposent souvent sur la seule 
géométrie des anciens. 

Nous nous bornons à résoudre quelques-uns des problèmes les 
plus généraux. On en déduira la marche à suivre dans un grand 
nombre de cas particuliers. 

II. — Somme ou différence des aires. 

199. Construire un carré équivalent à la somme ou à la dif" 
férence de deux carres donnés» 

Soient a, b les côtés des carrés donnés, x le côté du carré 
équivalent à leur somme ou à leur différence. On a 



jc = y/a* zt: 6*. 

X est donc, selon qu'il s'agit de la somme ou de la différence, 
rhypoténuse du triangle rectangle qui a pour côtés de Tangle 
droit a et &, ou Tun des côtés de Tangle droit du triangle rectangle 
dont a el b sont respectivement Thypoténuse et le second côté. 



200. Construire un carré équivalant à la somme de plusieurs 
carrés donnés. 

Soient a, by c^ d^ . . . les côtés des carrés donnés, x le côté du 

carré cherché. On a 

Fig. i33. 

X* = «• -f- ^* -f- c' -4- rf* -f- 

On construit successivement 




A cet effet, on élève {fig- i33) une per- 
pendiculaire OB = b k Torigine O d'un seg- 
ment OA=fl; on joint BA=j^5 on élève BC = c perpendicu- 
laire sur BA; on joint CA=z; on élève CD = rf perpendiculaire 
sur GA; on joint DA = çv, et ainsi de suite. Si les données du 
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problème se trouvaient réduites aux quatre premiers carrés, le 
côté du carré équivalent à leur somme serait (V'r^ a: ou DA. 

201. Déterminer le rayon d'un cercle équivalent à la somme 
ou à la différence de deux cercles donnés. 

Soient r,, r^ les rayons des cercles donnés, x le rayon du 
cercle à déterminer. On a 

7rx«==7r(rîz±:rî), 

4.*t, par suite, 

double formule dont nous venons dUndiquer la construction. 

On détermine, par une construction analogue à celle du nu- 
méro précédent, le rayon d'un cercle équivalent à un nombre 
quelconque de cercles donnés. 

202. Construire sur une base donnée un rectangle équivalent 
à la somme ou à la différence de deux rectangles donnés. 

Soient /i|, /12 les hauteurs des rectangles qu'on obtient en ré- 
duisant les rectangles donnés à la base donnée & (89). On a 

.r z=z //jZil/f,. 

La construction ne présente pas plus de difficulté quand les rec- 
tangles donnés sont en nombre quelconque. 

203. Construire une ellipse équiv^alente à la somme ou à la 
différence de deux ellipses données. 

Soient a\ et&i, a^ et b^ les demi-axes des ellipses données, 
X ely les demi-axes de Tellipse cherchée. Il s'agit de construire 
Téquation 

ou 

c'est-à-dire de déterminer les côtés d'un rectangle équivalent à la 
somme ou à la différence de deux autres. On procédera comme 



Fîg. 13^. 
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au numéro précédent, après s^étre donné arbitrairement Tun ou 
Tautre des demi-axes x et j^. 

204. Construire sur une base donnée un triangle équi^^alent à 
la somme ou à la difjérence de deux triangles donnés. 

Soit b la base donnée et soient &i, b^ les bases, /ij, h^ les hau- 
teurs des triangles donnés. On transforme (87) ces triangles en 

deux autres équivalents, avant pour base b, 
La hauteur du triangle à construire est 
égale à la somme ou à la différence, Xx±x^^ 
des hauteurs des triangles transformés. 

On effectue la construction de la ma- 
nière suivante : 

Sur Tun des côtés d*un angle quelcon- 
que 0(/i^. i34)onporteOB=5, 0B| = 6,, 
062=62; sur Fautre côté du même angle on porte OH| = /i,, 
OH2=/'2- Les parallèles menées à BH| par le point B, et à BH2 
par le point B2, coupent 0H|, respectivement, aux points X|^ 
X2, et Ton a 

0X1 = Xj, 0X| = ^,. 

La construction donne, en effet. 




OB OBi 



d'où 
et 



d'où 



Mais on doit avoir 



et, par suite, 



0U| 


OX,' 


bxi 


= hhy 


OB 
OH, 


OB, 
OX,' 


br^ 


= b^h^. 



bx = ^|/i|i±i b^h^ 



x=ix^±x^. 



On construit avec la même facilité un triangle de base donnée, 
équivalent à la somme d'un nombre quelconque de triangles 
donnés. 
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205. Dans chacun des exemples qui précèdent, les aîics données 
et celle qu'on détermine par voie d'addition ou de soustraction, 
sont de même forme géométrique; mais le procédé ne comporte 
aucune modification essentielle quand on se propose d'obtenir 
comme résultat une aire qui ne soit pas de même forme que les 
aires données. Lorsque les aires dont on cherche la somme ou la 
différence sont elles-mêmes des figures d'espèces diverses, on 
commence par transformer géométriquement une ou plusieurs de 
ces Ggures, de façon à les ramener toutes à une même forme. On 
opère ensuite suivant les règles précédemment exposées. 

III. — Multiplication des aires. 
208. Construire un carré multiple d'un carré donné. 

Soit a le côté du carré donné, x le côté P»8- '35. 

du carré cherché, n le multiplicateur. On a 

DB ijig- i35) étant la diagonale du carré 
donné ÂBCD, on a 



DB =2 a*. 




s CL ^ 



DE, EF, . . . étant des segments de longueur n, respectivement 
perpendiculaires à DB, EB, . - . , on a successivement 



207. Construire un cercle multiple d^un cercle donné. 

r étant le rayon du cercle donné, x celui du cercle cherché, n \e 
multiplicateur, on a 

fsx^= nnf^j 



..» 



«/*. 



On est ainsi ramené à la construction précédente. 



'9 
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208. Construire un rectangle de base donnée équivalent à un 
certain multiple d'un rectangle donné. 

Soient b et h là base et la hauteur du rectangle donné, £, et x 
ia base et la hauteur du rectangle cherché. On a 

bi-r = n,bh ^= nb,h-= b,nh; 

d'où les proportions 

6i nb &! b 

h X nk X 
que Ton a appris à construire de diverses manières. 

209. Construire une ellipse, dont un demi-axe est donné, équi- 
valente au multiple d'une ellipse donnée. 

Soient a et i les demi-axes de l'ellipse donnée, a^ et x les demi- 
axes de l'ellipse cherchée. On a 

a^x = na ,b z= a . nb, 
expression que l'on sait construire. 

210. Construire sur une base donnée un triangle équivalent au 
multiple d'un triangle donné. 

Soient b et h la base et la hauteur du triangle donné, b^ et x la 
base et la hauteur du triangle cherché. On a 

b%x bh 

= «. — , 

2 2 

b^x =:nb./i=^ b .tih, 

21 1 . Construire une figure équiv^alente à un multiple d 'un 
polygone régulier quelconque. 

On ramène ce cas au précédent par la transformation du poly- 
gone donné en un triangle équivalent. 

212. Construire une figure semblable à une figure donnée et 
équii^alente à un multiple de celle-ci. 

Soient Aj Taire de la figure donnée, a^ un côté, un rayon ou 
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un axe de celle figure, Aa l'aire, double de A,, d'une figure sem- 
blable à Ai, (t, le côté, le rayon ou l'axe de Aj, homologue à a,. 
Les aires des figures semblables étant entre elles comme les 
carrés des côtés homologues, on a 



Soient A,^3A, une nouvelle figure semblable à A), 
côté de Al homologue à a,. On a de même 



En général, n„élant l'homologue de o, dansunefigure A„:^/iA,, 



On déterminera successivement at, «j, 
fçraphique du n" 206, 



-, a„ par le procédé 



IV. 



Division des aires. 



213. Diviser l'aire d'un triangle, au moyen de rayons issiis 
d'un sommet, en un nombre quelconque départies qui soient entre 
elles dans des rapports donnés. 

Fig. 136. 





Soit, par exemple, à diviser, au moyen de rayons issus du som- 
met A {^fig- >36), le triangle ABC en trois parties qui soient entre 
elles comme les nombres a, 3 et 4- H suffira de joindre le som- 
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met A aux points D et E qui divisent la base opposée BC dans 
les mêmes rapports. 

214. Diviser l'aire d'un triangle en un nombre quelconque de 
parties équi\f aie nies, au moyen de rayons issus d^un point du 
périmètre. 

Soit D (Jig' 137) le centre du faisceau qui doit diviser le 
triangle ABC en cinq parties équivalentes. On divise en cinq par- 
ties égales le côté AC, qui contient D, et par les points de division 
on mène les parallèles il, 2 11, 3 III, 4 IV à la direction DB. Les 
rayons diviseurs cherchés sont ceux qui joignent le centre D aux 
points I, II, III, IV. On a, en effet, 

DAI=rDAB— D1B= DAB— DiB= iAB = |4BC, 

DIII = DIB — DIIB = Di B — DiB = 2 1 B =r ; ABC, 

* 

et ainsi de suite. 

215. Diviser l'aire d'un triangle en un nombre quelconque 
de parties équi\falentes, au moyen de rayons concourant en un 
point donné dans l'intérieur du triangle. 

Soit D (/ig> i38) le point donné dans le triangle ABC, à diviser. 




-• -•• 



B 






par exemple, en cinq parties équivalentes. On joint ce point aux 
trois sommets et Ton divise l'un quelconque des côtés, AB, en 
cinq parties égales. Par le point de division i on mène une parallèle 
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à AC, jusqu'à la rencontre de DC en E, et par le point E une pa- 
rallèle à DA, jusqu^à la rencontre de AC en F. Les droites DF, 
DC appartiennent au faisceau diviseur, car si Ton joint E.\, C i, 
on a 

CDF — CEF -4- EDF = CEE -+- FEA = CEA = Ci A r= ; CBA. 

Par le point G, situé sur CA, à la distance FG n= FC du point F, 
on mène une parallèle à AD, jusqu'à la rencontre de AB en H. La 
droite DH est un troisième rayon diviseur; car, en menant DG, 
on a 

FDHA = FDA -+- ADH = FDA -+- ADG = FDG = CDF = i CBA. 

On démontre de la même manière, d'une part, que la paral- 
lèle 4 J à BC. et la parallèle JK à DB déterminent le point K d'un 
quatrième rayon diviseur DK^ d'autre part, que la parallèle à BD, 
menée par le point L situé sur BC, à la distance LK. = KC, ren- 
contre AB au point M du cinquième rayon DM. 

Le faisceau D)FCKMH divise donc l'aire ABC en cinq parties 
équivalentes. 

216. Former, av^ec deux côtés d'un triangle et une parallèle 
mu troisième côté, un autre triangle qui soit au premier dans un 
rapport donné. 

Soient ABC [fig' iSg) le triangle donné, } le rapport donné, 
AB et AC les côtés qui doivent rester com- ^ 

muns aux deux, triangles. On divise l'un de 
ces côtés, AC par exemple, en cinq parties 
égales, et au point de division a on élève 
sur AC une perpendiculaire, qu'on prolonge 
jusqu'à son point de rencontre D avec le 
demi-cercledécritsurAC.On prend AE = AD 
el, par le point E, on mène, parallèlement 
à CB, la droite EF qui répond à la question posée. On a, en cfict, 




AE =AD =A2.AC = |AC 



et, par suile, 



AEF Ae' 



ACB YC 5 
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217. Diviser un trapèze en un certain nombre départies équi- 
\f aient es, ou de parties qui soient entre elles dans des rapports 
donnés, au moyen de rayons ayant pour centre : i^ le point à 
l'injini des côtés parallèles du trapèze; 2** le point de concours 
des côtés non parallèles. 



Fig. i4o. 



V-' 






Ai 



» » 



.-H° 



Soît, dans le premier cas, un trapèze ABCD [Jig- \^o) à diviser 

en trois parties équivalentes. On 
prolonge les côtés AD, BG jusqu'à 
leur rencontre en E; on décrit 
une demi-circonférence sur BE, on 
prend EF = EC, on abaisse FG 
perpendiculaire sur BE, on divise 
BG en trois parties égales, et l'on 
élève sur cette droite, aux points 
de division i, 2, des perpendicu- 
laires que l'on prolonge jusqu'à 
leurs points d'intersection I, II, 
avec le demi-cercle EFB. On prend enfin EH = El, EK = EII et, 
par les points H, K, on mène, parallèlement à BA, les transver- 
sales HHi, KK|, qui divisent le trapèze dans les conditions de- 
mandées. On a, en effet (216), 







(«) 



EH H, 
ECD 



ÈG 



soit, en retranchant l'unité de chacun des deux termes, 



(p) 

On a de même 



DCHH,=:Gi 



HiHKK,=:l2. 



ECD 
EG 



EUH 
El 



MaisG I = 1 2 et, d'après («),—=: — ^ = ~^7r\ doncHiHKKi =DCHH, , 

El EG 

et ainsi de suite. 

S'il s'agit de diviser l'aire du trapèze, non plus en parties équi- 
valentes, mais en parties proportionnelles à des nombres donnés, 
on remplace la division de la droite GB en parties égales par une 
division en parties proportionnelles aux mêmes nombres, et Ton 
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effectue toutes les autres parties de la construction comme dans 
le cas précédent. 

Dans le second cas de l'énoncé, on divise l'un des côtés paral- 
lèles conformément aux conditions posées, et l'on projette les 
points de division sur l'autre côté parallèle au moyen de rayons 
issus du point commun aux côtés concourants. 

218. Diviser un quadrilatère quelconque, par une parallèle à 
Vun de ses côtés, en deux parties qui soient entre elles dans un 
rapport donné. 

Soient ABCD (Jig. i4o b^s) le quadrilatère donné, \ le rapport 
donné, BC le côté auquel la transversale doit être parallèle. On 

Fi g. i4o bis. 

C 



prolonge les côtés opposés BA, CD jusqu'à leur rencontre en E; 
on mène, par le sommet D, la droite DF parallèle à la diagonale 
AC et l'on divise FB dans le rapport donné. La droite i C, qui 
joint le point de division an sommet C, détache du quadrilatère 
donné le quadrilatère ADCi, équivalent au triangle FCi, et par 
conséquent à la moitié du triangle i CB. Pour substituer à la divi- 
soire i C une parallèle au côté BC, on décrit une demi-circon- 
férence sur EB, on élève au point i la perpendiculaire i G à EB, on 
prend EH = EG, et la parallèle HK à BC est la transversale cher- 
chée. On a, en effet (217 P), 

PIBCK 1 B I BC 



£HK El E I C 
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219. Diviser un quadrilatère en un nombre quelconque de 
parties qui soient entre elles dans des rapports donnés, au niojen 
de transversales prenant appui sur deux côtés opposés, 

Soienl AB, DC (.Ag"- ^4') l<?s côtés du quadrilatère ABCD qui 
doivent être coupés par les transversales. On mène, parallèlement 
à DC, la droite A A' qui décompose le quadrilatère en un trapèze 
ADCA' et en un triangle AA'B. On divise, comme dans le second 
cas du n" 217, le trapèze en parties qui soient entre elles dans les 
rapports donnés, au moyen des rayons FF', GG', appartenant au 



Fig. i4i. 
H 



Fig. 1^2. 





môme faisceau H que les côtés DA, CB, et Ton joint les points F', 
G/ au sommet B. Le quadrilatère donné se trouve ainsi décomposé 
en trois figures, DFFBA, FGG'BF, GCBG', qui sont entre elles 
dans les rapports donnés. On projette enfin F' en F", par une pa- 
rallèle à FB, et G' en G'' par une parallèle à GB. Les droites FF*, 
GG" satisfont à la question posée. On voit, par exemple, que 
DFF"A ne diffère de DFF'BA que par la substitution du triangle 
FMF' au triangle équivalent MBP. 

220. Diviser un poljgone en un nombre quelconque de parties 
équiv^alentes, ou de parties qui soient entre elles dans des rapports 
donnés : i" «m moyen de droites concourant à l'un des sommet^; 
2" au moyen de droites non assujetties à cette condition. 

Soit, par exemple, le polygone ABCDE (/î^. 142) à diviser en 
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quatre parties équivalentes, au moyen de rayons issus du som- 
met A. On transforme ce polygone en un triangle équivalent AC'D', 
dont on divise la base CD' en quatre parties égales. On projette 
les points de division i et 3 en i' sur BC et en 3' sur DE, au moyen 
de droites respectivement parallèles à CA et à DA, le point 2 se 
confondant d'ailleurs avec sa propre projection sur CD. Les 
rayons Ai', A2, A3' divisent le polygone dans les conditions de- 
mandées. On a, en effet, 

AE3' — AED - A3' D HT AD'D — A3D = AD' 3 = ; ABCDE, 

et ainsi des autres parties. 

On opérerait de la même manière la division en parties propor- 
tionnelles, sauf à tenir compte des données correspondantes dans 
la division de la base auxiliaire CD'. 

Soit maintenant le polygone ABCDE {Jig* i43) à diviser en 
trois parties égales au moyen de droites qui ne sont plus assu- 
jetties à passer par l'un des sommets. On transforme, comme dans 
le cas précédent, le polygone en un triangle équivalent A CD', dont 
on divise la hauteur en trois parties égales. On mène les droites. 




C'G, CK, D'H, D'L, respectivement parallèles aux droites C2, C i , 
D2, D I , et l'on joint le point 2 aux points G et H, le point i aux 
points K et L, par des droites qui divisent l'aire donnée dans les 
conditions de l'énoncé. On a, en effet, 

CDH2G = CD:i + GC2 -f-DH2 

= CD2 4-C'C2 -hD'D2=C'D'2=:;ABCDE; 
de même, 

CDL I K = C D' I — î ABCDE 



a98 

et, par suite, 
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CDH 2 G = G a U L I K = K I LE ilB . 



Si les aires partielles devaient être entre elles dans des rapports 
donnés, autres que l'unité, on diviserait AF en segments qui 
fussent entre eux dans les mêmes rapports, et Ton procéderait, à 
cette différence près, de la même manière. 

221. Diviser Vaire d'un polygone en deux parties qui soient 
entre elles dans un rapport donné, l'une de ces parties étant un 
poljgoîie semblable au polygone donné. 

Soient, pour fixer les idées, ABCDE [fig* i44) un pentagone 
donné, et | le rapport donné entre ce pentagone et le pentagone 

partiel qui doit lui être semblable. Sur 
un côté quelconque, CD, de ABCDE, on 
prend CF = \ CD et Ton élève sur CD, 
au point F, la perpendiculaire FG qui 
coupe en G la demi-circonférence CGD. 
On prend CH = CG et Ton mène, par 
le point H, la parallèle au côté DE jus- 
qu'à sa rencontre au point J avec la dia- 
gonale CE. 
On mène ensuite JR parallèle à EA et KL parallèle à AB. On a 
ainsi le pentagone HJRLC qui résout le problème. En effet, 



Fig. 144. 




d'où 



CH 


— CF. 


CD, 


CH 


CF 
CD 


1 
3 



Pour étendre aux aires à contour curviligne les constructions 
précédemment appliquées aux aires à contours polygonaux recti- 
lignes, il suffira de substituer aux périmètres des premières des 
polygones inscrits ou circonscrits d'un assez grand nombre dr 
côtés. Les solutions seront alors approximatives. 



222. Construire un cercle concentrique à un cercle donné. 
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SOUS la condition que les aires des deux cercles soient entre elles 
dans un rapport donné. 

Soient X le rayon du cercle cherché, r le ravon du cercle donné, 
- le rapport des aires. On a 



ir.r' 



I 

— > 
n 



d'où 



Il suffira donc de construire la moyenne proportionnelle géo- 
Fip. 145. .Fig. 146. 



I 



JC 



/ 






\ JC 



I 



/ /// / i N \ -t 

/// / \ \ \ 



= 3. 



••- ---' 

*-— •' "■--_«.-- 

r 
métrique entre r et -- Va fig. i45 indique la solution pour n 

223. Diviser un cercle en un nombre donné de parties équi- 
i^alentes, au mojen de cercles concentriques. 

Soit r le rayon du cercle donné, qu'on se propose de diviser, 
par exemple, en trois parties équivalentes, et soient a?,, x^ les 
rayons des cercles diviseurs. On a 



7r.r' 



6 



ir.r 



"T" 



d'où 



.r. 



! r 11 



On construira les moyennes proportionnelles x^ et .r.j, comme 
rindique \^ fig. \f\(S. 



3oo 
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CHAPITRE IX. 



TRAHSrOBMATIOH DES nfiUBBS GURYSJfilES. 



Coi'siNSRT, Le calcul par le trait, etc., Paris, i8'|0, p. 8^-86. — Cclmanx, Die gra- 
phische Statik, Zurich, 1866, 10-13. — Schlesimcer, V or t rage ûber grafisches 
Rechnen und Grafo-Statik, Wien, 18G8-69, § 94-100. — Ciieiio!«a, Elément i M Cal- 
colo grajîcoy Torino, 1874, n"* 101-107, 147-148. — CcLMA^tN, Die graphische Statik, 
Zurich, 1875, n" 21-24. 



I. — Transformation d'une aire limitée par des arcs de cercle. 

224. On sait que Taîre d'un secteur circulaîre est équivalente à 
celle d'un triangle qui aurait pour sommet le centre de Tare et 
pour base la longueur du même arc rectifié suivant une de ses tan- 
gentes. On se base sur celte propriété pour transformer les aires 
limitées par des arcs de cercles. 

Pour développer approximativement un arc AB {^fig* 147) sur sa 

tangente en A, on prend une corde «, 
assez petite pour remplacer, sans er- 
^^^» ^ se , » ? .'^ A j ^ ^ r reur sensible, Tare a qu'elle sous-tend, 
iX^^s^ ^^^- et on la porte sur Tare AB, à partir 

du point B, autant de fois que cet arc 
la peut contenir. On arrive ainsi à un 
point très voisin de A, que Ton peut 
considérer comme commun à Tare et 
à la tangente. On porte enfin, à par- 
tir de ce point, la longueur a sur la 
tangente autant de fois qu'on Pavait précédemment portée sur 
Tare. 

Proposons-nous de déterminer une valeur de Tare «, telle que 
si l'on mesure, par l'inscription répétée de sa corde, l'arc AB = /, 
Terreur soit plus petite qu'une quantité donnée d. 
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Cette erreur est égale à la différence entre l'arc a et sa corde, 
répétée autant de fois que a est contenu dans /. On a donc, r étant 
le rayon des arcs / et a, 

(i) ^/= - ( « — ar.sin ^ — K 

. a\ o.r] 

mais on a, d'autre part, en développant, 

a \ a^ i a^ 



1 r. sin — = Cl • h . — i f- . . . . 

ir 2.3 ^r*' 2.3.4.5 i6r* 

La valeur de a étant toujours assez petite pour que le terme en 

n^ et les suivants soient négligeables par rapport au terme en a', 

on peut écrire 

a a^ 



2/". sm — ^ a — 



ir 24 r* 

Substituant dans (i), il vient 



d'où 



ri- ^'' 
24 /•* 



i^Ad 



Si, Tunité étant le centimètre, on fait d=^~^^ ou, pour sim- 
plifier, d = jj, ce qui donne une approximation suffisante dans 
presque toutes les applications, on a 



a r= 



2v7 

Il importe de ne pas donner à a une valeur inférieure à la 
limite indiquée par cette formule; car l'inscription de la corde a 
dans l'arc /, répétée un trop grand nombre de fois, ferait perdre 
en précision plus qu'on ne gagnerait à réduire la différence entre 
Tare et sa corde. 

225. Le secteur OAB est transformé par l'opération précédente 
en un triangle OAC, que l'on sait réduire à une base donnée i. 

L'aire du segment circulaire AB est équivalente à la différence 
des aires des triangles OAC, OAB, c'est-à-dire (90) à l'aire bf du 
quadrilatère croisé OBAC. La base b étant arbitrairement choisie, 
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on (lé termine y par Tune des méthodes exposées au Chapitre IV. 
(Jn construit, par exemple, le triangle rectangle OAF, avec OA 
pour hypoténuse et AF=2b pour côté de l'angle droit; on 
mène BE et CE respectivement parallèles à OA et à OF, et Ton a 

CE=/. 

226. Au lieu de toucher l'arc à son origine, la tangente peut 
le toucher en un autre point quelconque T {fig* i48). On déve- 
loppe alors CT sur AT et DT sur BT. Le secteur OCD se trouve 

ainsi transformé en un triangle OAB, et le segment circulaire CD 

Fiç. i^S. 




c^l é(|uivalent à la différence OAB — ODC ou à la figure croisée 
OABODCO, qu'on doit considérer comme un hexagone dont 
deux sommets sont réunis au point O. Pour transformer celle 
figure en un quadrangle, on mène 0C| et 0D| respectivement pa- 
rallèles à CA et à DB; les triangles OAC, ODB se transforment 
en deux autres, C|AC, DjDB, et le segment circulaire est équi- 
valent au quadrangle ABD, d, dont l'aire peut être exprimée par 
hf. On déterminey^par la méthode connue. 

'^^" 227. On peut encore effectuer de la ma- 

nière suivante la rectification d'un arc A13 
(/7g^. 149) sur sa tangente en A. 

On prolonge BA d'une longueur AC = 7 B A 
et du centre G, avec le rayon CB, on dé- 
crit un arc qui coupe la tangente au point 
D. Le segment AD est la longueur de 
l'arc donné, avec une erreur en moins dont le rapport à cet 
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arc est 

1080 544^^ 
9 étant le rapport de Tare au rayon ( * ). 

228. Soient encore {Jig. i5o) D le point milieu de l'arc AB et E 
le point milieu de Tare AD. Le rayon 
OE rencontre au point Cla tangente en 
A. On joint CB. La longueur AC -f- CB 
représente le développement de l'arc 
donné, avec une erreur en plus dont 
le rapport à cet arc est 

ï .. lOI 




4320 3483648 

Le nombre 432o étant égal à 4 x 1080, si aux j de la longueur 
donnée par la seconde construction on ajoute j de la longueur 
donnée par la première, on aura une nouvelle valeur approxima- 
tive de l'arc, avec une erreur en plus dont le rapport à cet arc 
est (2) 

870912 

229. La spirale d'Archimède et la spirale hyperbolique peuvent 
aussi être employées comme courbes auxiliaires pour la rectifica- 
tion de l'arc de cercle ('). Mais le procédé suivant est remarquable 
entre tous par sa simplicité ( * ). 



(') RankinEi On the approximate drawing of cireular arcs of given lengths {^Phi' 
losophical MagoMine, octobre 1867, p, 286). 

(') Ra?cki!<e, On the approximate rectification of cireular arcs [Philosophical Ma- 
gazine, nov. 1867, p. 38 1). 

(') Voir, pour les constructions proposées par le professeur A. Saymo : Cremona, 
Elément i (li Calcolo grajico, Torino, 1874» P« 76. 

(*) Cremona (Elemente des graphischen Calculs, Leipzig, 1876, p. io5) attribue 
cette construction à M. Ceradim; mais elle avait été précédemment indiquée par 
M. ScBLfcsiNCER ( Vortràge iiber grafisches Rechnen und Grafo-Statihy gehalten am k. k. 
polytechnischen Institutc in Wien. Wien, 1868-1869, p. 28-29). Voir Kochaxski, 
Observationes cjrclometricœ, ad facilitandam praxin accommodatœ, dans les Acta eru- 
ditoriim, Lipsiae, i685, p. 397. — Gûmtber, Zur Geschichte der deutschen Mathema- 
tik imfiinfzehnten Jahrhundert.\,e\ipz\Qf 1876, p. 11. 
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Soient O {Jig* i5i) le centre et AB le diamètre du cercle dont le 

Fig. i5i. 




ravon est égal à Punité, et soit COA Tangle de 3o**. On prend CD 
cgal au triple du rayon et l'on a 



d'où 



Bd' — BA*-f- (CD- CA)'=4-h (3 — tang3o°)*. 



BD = 3,i4i53, 



valeur qui, jusqu'à la quatrième décimale inclusivement, ne diffère 
pas de celle de la demi-circonférence. Ce procédé permet de ré- 
duire la rectification d'un arc plus grand que 90** à la rectification 
de l'arc supplémentaire. 

230. Nous indiquerons enfin le procédé bien connu de Maschc- 
roni (*). 

Fip. i52. 




Soit ABCD [Jig' iSa) un demi-hexagone inscrit dans un cercle 

(*) Mascuero:!!, Géométrie du Compas, traduction de A. M. Carette, a* édit. Paris, 
1828, p. 3of). 



APPLICATION. ■ 3o: 

dont le rayon est égal à l'uiiitc. Des sommets A cl D comme cen- 
Ires, avec AC ^ y ^ pour rayon, on décrit deux arcs île cenlcs qui 
se coupent en M. Du sommet It, avec BM pour r;iyon, on (lécn'l 
un arc de cercle qui coupe le cercle ABC au point N. On a 

- c(.r<le BN =: sin arc - B:* = ^^^^^ , 

% 2 2 

d'où l'on tire, par les Tables, 



Tibre qui est, à - 



:{AB + Bi\; =St-i& = 

^ 2 sin i arc AN — i .S; 1 1996, 
1 près, la valeur de - = 1 ,5707903 (' 



II. — Application. 

231. Soil proposé de réduire à une base donnée, à!>, l'aire du 
arc de voûte compris entre dcu\ arcs 
circulaires non concentriques {Jig- il>3) ^'S- ''•^^■ 

dont les centres sont respectivement 
aux points O et 1 . 

On rectifie les deux arcs sur leurs tan- 
gentes initiales, AB et .'îa. Les deu\ sec- 
teurs circulaires se transforment en deux 
triangles OAB et iSa. La surface de 
l'arc de voûte est équivalente au trian- 
gle extérieur OAB, diminué du triangle 
intérieur 1,3'! et du quadrangle O.ViC, 
c'est-à-dire de l'aire OA3aiC0. En re- 
tranchant cette aire de OAB, on obtient 
le polvgone croisé ABOCi23.\, dont 
les parties ombrées, situées à l'intérieur du tri.i 




irIc OAB, 



n du corde s duniir 



ran. Vujr *us>i E. PKIII 
cerelfi tC de tliffirriili K 



ition du ScleMific J«,e, 
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vont être comptées en sens positif, tandis que la partie poin- 
lilléc, extérieure au même triangle, doit être comptée en sens 
négatif. On transforme ce polygone en un quadrangle croisé 
ABOCi en menant (91) les droites iii, 'à2'2^ 3 Ci respectivement 
parallèles à C2, à i|3 et à 2|A, jusqu'à la rencontre du côté 
fixe OC. 

On détermine ensuite Taire du quadrangle ABOCi par les 
moyens connus, c'est-à-dire en construisant sur la diagonale AO, 

prise comme hypoténuse, un triangle 

Fiff. iV|. rectangle dont un côté de Tangle 

/'--.^ droit soit égal à 26 et en mesurant, 

sur la parallèle menée par le point B 
au second côté de l'angle droit du 
même triangle, le segment y* compri** 
entre le point B et la droite menée 
par C|, parallèlement à AO. 

La figure devient un peu plus sim- 
ple quand on n'opère que sur une 
moitié de la voûte {Jfg' i54). On 
remplace, en procédant comme il 
vient d'être dit, la surface de la demi- 
voûte par le polygone équivalent 
ABCOSaiA, qui a le même nombre 
de côtés que dans le cas précédent. 
On réduit ensuite (91) le contour AiaSo à la droite AC|, et Ton 
obtient le quadrilatère ABCCj, dont l'aire est représentée par le 
produit des segments 2 J et/*. 




III. — Transformation des aires limitées par des courbes quelconques. 

232. Dans la transformation des aires limitées par des courbes 
quelconques, on considère ces courbes comme composées d'une 
suite de petits segments paraboliques. 

L'aire d'un segment parabolique est égale (G. 2o5) aux | de l'aire 
du triangle compris entre la corde du segment et les tangentes 
aux extrémités de l'arc, c'esl-à-dire (G. 138) au produit de la corde 
par les | de la flèche du segment, mesurée normalement à la corde, 
(blette aire est, par conséquent, équivalente à celle d'un triangle 
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ayant pour base la corde et pour hauteur les j de la flèche h 

(fis- i55). 

Cela posé, si la courbe qui circonscrit une aire à évaluer est 
divisée en une suite d'arcs assez petits pour qu'on puisse les con- 
sidérer approximativement comme des arcs paraboliques, chacun 
des segments paraboliques compris entre l'un de ces arcs et sa 
corde pourra être transformé en un triangle équivalent, ayant pour 
base la corde elle-même et pour sommet un point quelconque de 
la parallèle à cette corde, situé à la distance \h. On peut dis- 
poser la figure de telle sorte que le sommet de chaque nouveau 
triangle se trouve sur le prolongement d'un côté du triangle 
précédent [Jig' i56). Les sommets des deux triangles consé- 
cutifs sont alors alignés avec le point commun aux hases de ces 
triangles. 

Le contour curviligne se trouve ainsi transformé en un polygone 
équivalent dont les côtés sont en même nombre que les segments 

Fig. i55. Fig. i56. 




du contour. On réduit ce polygone à une base fixe parles moyens 
ordinaires. 

La grandeur à donner aux arcs du contour qui doivent être 
remplacés par des arcs paraboliques dépend évidemment, pour un 
degré d'approximation donné, de la nature de la courbe à trans- 
former. Nous nous bornerons à rechercher la mesure de l'erreur 
que l'on commet lorsqu'on détermine par cette méthode l'aire 
d'un segment circulaire. 

Soient 2/ la corde de ce segment, f sa flèche, 2a l'angle au 
centre, r le rayon du cercle. L'aire du segment, diflerence entre 
l'aire du secteur et celle du triangle, est 

mais l'on a 

I r 

tanî<-a = - et 
° 2 / 




r ^ 



3o8 
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Subsliluaiit et supposant le rapport y très petit, on a, en déve- 
loppant les formules en séries, 

L'erreur que Ton commet en remplaçant celle aire parcelle du seg- 
ment parabolique J// est plus petite que J //*•[{ i ) ou plus pelilo 

que le produit de Taire considére'e par ( -H ) » c'est-à-dire par -[-, 
si l'on admet que la flèche soit égale au dixième de la corde. 

lY. — Quadrature approzimatiTe par les formules de Simpson, 

de Poncelet et de Parmentier. 

233. La méthode précédente permet d'évaluer très simpleracnl 
les aires délimitées par des courbes quelconques; mais elle ne 
présente pas toujours un degré suffisant d'approximation. On ol)- 
tient des résultats plus ap])rochés par les méthodes que nous 
allons exposer. 

Une aire plane, délimitée par une courbe quelconque, peut tou- 
jours être décomposée exactement en plusieurs autres, avant cha- 
cune pour limites une droite XY {/ig. i^^), un arc AB de la 




X A 



courbe et deux ordonnées A V, BB', {ho, hft^i) abaissées perpen- 
diculairement sur la droite XY, des extrémités de l'arc AB. Divi- 
sons le segment A'B' en un certain nombre pair de parties égales, 
menons les ordonnées //,, //j, /«s, . . . des points de division C, 
D', E', . . . , et inscrivons à la courbe AB la ligne polygonale 
ADF . . . KB, qui a pour sommets les extrémités des ordonnées 



> 
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d'indices pairs /iq, /'21 •••? ''/î+i* L'éqiiidislance A'C des or- 
données étant représentée par ^i, on a, pour l'aire du premier tra- 
pèze rectiligne, 

AA'D'D = j^(//o-+-//î)- 

Remplaçons le petit arc de courbe AD par un arc parabolique 
du second ordre passant par les trois points A, C, D, et ayant 
pour axe une parallèle à la direction des ordonnées. La corde AD 
étant coupée en C| par l'ordonnée C'C = /i», Taire du segment pa- 
rabolique ACD a pour expression (G. î2oo) 



2..cc..-î.(/„-'^) 



En ajoutant cette aire à celle du trapèze rectiligne AA'D'D, on a, 
après réduction, pour Taire du trapèze curviligne de mômes 
sommets, 

-;ô(//o-+-4/'i + /'2). 

Les aires des trapèzes paraboliques DD'F'F, FF'H'H, . . . ont 
pareillement pour expressions 



et la somme de toutes ces aires partielles donne comme valeur ap- 
prochée de Taire proposée 

Al— i^[//o-4-^«+i-f-2(/iîH-/i4-f-. .Jin-i] -h4(/'i-t-/'3-+-... 4- //„)], 

ou, en désignant par Y,hp la somme des ordonnées d'indice pair 
et par S/r/ la somme des ordonnées d'indice impair, 

Cette formule, due à Simpson (*), donne des résultats d'autant 



(*) SisiPSON, Mathematical disseï tations on ph) sical and anal) tical snbjects, London, 
1743. Catalaî» a remarqué {Nonv. Jnn. de Mathém.y t. X, Paris, i83i, p. '412) que 
chacun des arcs paraboliques de Simpsom étant indépendant des arcs qui le précèdent 
cl qui le suivent, la courbe nouvelle, composée do rensemblo de ces arcs, loin de 
former une ligne continue, présente presque toujours des jarrets très sensibles. 
Pour obvier à cet inconvénient. Catalan propose qu'après avoir fait passer un pre- 
mier arc parabolique par les extréniilcs des trois premières ordonnées, on ne con- 
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plus approchés que les arcs de paraboles sont plus près de se con- 
fondre avec ceux de la courbe primitive ; mais elle exige que Ton 
connaisse la valeur numérique d'un grand nombre d'ordonnées, et 
elle entraîne par conséquent des calculs assez laborieux. On réduit 
ces inconvénients en appliquant la formule suivante, proposée par 
Poncelet. 

234. Soit ABCD {fig^ i58) Paire proposée, comprise entre la 

droite AD, la courbe BC et les or- 
données extrêmes /lo et An_,.|. On 
trace, comme précédemment, entre 
ces ordonnées extrêmes, les ordon- 
nées intermédiaires /i|, h^. . . ., /i;„ 
dont Técartement constant 

2 « H- I 

On mène les tangentes à la courbe BC aux extrémités des or- 
données //j, As, ... , d'indices impairs, et Ton suppose l'écarle- 



Fig. i3H. 



A U E \ 



B 



iA^JA, jA, jAj i j 'i^^(in.'hn^ 




serve de cet arc que la partie comprise entre les ordonnées A« et A^; on trace ensuite, 
dans les mêmes conditions, un second arc passant par les extrémités des ordonnées 
Ap A,, A,, et l'on ne conserve de cet arc que la partie comprise entre les ordonnées 
Ap A,; on procède de même jusqu'à la fin de Topération, et le seul arc dont on 
conserve tout le tracé est celui qui passe par les extrémités des trois dernières or- 
données. On répète la même opération en sens inverse, et l'on prend la moyenne 
lies deux aires ainsi obtenues. 
La formule donnée par Catalan est la suivante : 

A = * [ÏA,H- SA,- \ (/,.+ /..,,) + 1 (/,, + /,J_ ±(A,+ A._.)]. 

M. Lf.clbrt {Jnnales du Génie civil, i868) a, de son côté, proposé la modification 
suivante h la formule primitive, bien connue, dite formule des traphses, 

A = ^[SA^-h2A.-4 i(A.-+.AJ-^(A.-^A...)]. 

Lorsque le petit arc du trapèze mixtiligne compris entre deux ordonnées présente 
une courbure trop prononcée pour être négligeable, Cousinery (Le Calcul par le 
trait, p. 8.|-86) propose de substituer à la moyenne des ordonnées extrêmes du 
trapèze une ordonnée réduite que l'on obtient en prenant le sixième de la somme de 
ces deux ordonnées extrêmes, augmentée de quatre fois l'ordonnée intermédiaire; ce 
qui revient à supposer que l'on remplace 1o trapèze mixtiligne primitif par deux tra- 
pèzes rectilignes comprenant entre eux un rectangle dont la hauteur serait égale à 
l'ordonnée intermédiaire. 
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ment AU assez petit pour que deux tangentes consccullvcs se 
coupent sensiblement sur l'ordonnée intermédiaire d'indice pair. 
Le polygone de tangentes ainsi construit et le contour polygonal 
HLNM . . . servent de limites à des aires équivalentes, car les 
trapèzes rectilignes de la première sont respectivement équiva- 
lents au\ rectangles de la seconde. 

On joint, d'autre part, les extrémités des ordonnées consécu- 
tives d'indice impair, et l'on complète le contour inscrit en joi- 
gnant l'extrémité de h^ à celle de /iq, et l'extrémité de hn à celle 
de /i«+t. On voit immédiatement que le polygone de cordes ainsi 
déterminé et le cont(jur BFGLNM . . . servent de limites à des 
aires équivalentes. 

L'aire limitée par les tangentes et l'aire limitée par les cordes 
ont donc même difTérence que les aires HLNM ... et BFGLiNM .... 
Cette diflerence est représentée par les deux petits rectangles, tels 
que BFGH, distingués par des hachures aux deux extrémités du 
contour; elle a donc pour expression 

L'aire cherchée étant comprise entre les aires P et P' des poly- 
gones circonscrit et inscrit, on en aura une valeur approchée en 
prenant la moyenne des deux aires polygonales, ce qui revient à 
rétrancher de la plus grande la moitié de la différence « (*). L'aire 
circonscrite étant égale au produit de la double équidistance b par 
la somme des ordonnées d'indice impair, on a, comme expression 
de l'aire limitée par la courbure BC, 

^ ^ \ 4 4 

On voit que si le nombre de divisions de la base est égal à /i, 

la formule de Poncelet ne fait intervenir que les - ordonnées d'in- 
dice impair, plus les deux ordonnées extrêmes d'indice pair, tandis 

(') Le procédé d'approximation par amc'diacion entre le plus et le moins» est in- 
diqué par ■ Nicolas Cucoiet, parisien », dans le Tripartj de Nicolas en la science tics 
nombres f lequel fut cômance, medie et finy à Lyon, sur le Rosne, Tan de salut i4^4' ^ 
[Bullettino di Bibliografia e di Storia dclle Scienze mat. e fis, y t. XIII, Roma, 1880^ 
p. 814.) 
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<|iie la formule de Simpson exige que Ton connaisse la valeur nu- 
mérique de « H- I ordonnées. 

233. Si Téquidislance h a été prise assez petite pour qu'on 
puisse considérer comme des arcs paraboliques les arcs de courbe 
compris entre deux ordonnées consécutives d^indice impair, cha- 
cun de ces arcs partage le triangle formé par la corde qui le sous- 
tend et par les tangentes à ses extrémités en deux parties dont 
Tune, comprise entre la corde et la courbe, est double de l'autre, 
compri!?ie entre la courbe et les tangentes (G. 2oo). La différence 
des aires limitées par le polygone des tangentes et par la courbe 
BC est donc égale au tiers de la différence a entre les aires des 
deux poKgones circonscrit et inscrit. On a dès lors, comme ex- 
pression plus approchée de Taire limitée par la courbe, 



(3) 



(') On a vu (23 'i) que l'aire approchée A^ donnée par la formule (2} est égale à 

2 -1 

a 
L'aire exacte S étant nccetsairement comprise, soit entre P et P y soit entre 

P'+ - et P', l'erreur que l'on commet en substituant A, k S est moindre que 
mais fjîf^r. l:^-), 

La limite supérieure de l'erreur a donc pour expression géométrique le produit 
7.MN. 

L'aire approchée A„ donnée par la formule (3), est égale à 

P = P'h • 

3 3 

L'aire exacte, toujours plus rapprochée de P que de P', ne peut se trouver qu'entre 
P et P — - ou entre P — ;r et P • Dans le premier cas, l'erreur est moindre que 

^; dans le second, elle est moindre que -• Mlle est donc toujours moindre que 
«3 o 

3 

On pourra, dans l'un et l'autre cas, tracer, d'après une première valeur d'essai at- 
tribuée à 6, les couples d'ordonnées extrêmes, l'ordonnée médiane et les droites AR, 
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236. Les formules (i) et (3) donnent un résultat identique et 



CL; on mesurera ensuite MN, ce qui permettra de vérifier, avant tout calcul, si lu 
limite d'erreur j-MN ou j:'MN est compatible avec la nature de l'opération. 

Le pénéral Parmentier parvient à la formule (3) en éliminant 2/i entre la for- 
mule (i) de SiiiPSO!( (233) et une autre formule que l'on obtient, d'une manière ana- 
logue, au moyen d'arcs paraboliques croisant les premiers. Ces arcs raccordent res- 
pectivement 1rs sommets d*ordonnées (//,, A,, A,), (/i,, //^, A,), .. ., (A„_ii '»„» ''«+i)» 
on complète l'expression de l'aire approchée en sijoutant les deux trapèzes roctiligncs 
extrêmes, tels que ABKU {^g. i58). Cette aire auxiliaire A^ est une fonction de 2A^ 
et de S/i , et l'on peut prendre comme nouvelle valeur approchée de l'aire à contour 
curviligne, soit aA, — A^, soit 2K^ — A,, ce qui permet d'éliminer à volonté ï,h^ 
ou Ih^. L'aire A^ étant moins approchée que A, puisqu'on s'est contenté, pour les 
deux éléments extrêmes do la première, de l'approximation grossière du trapèze 
inscrit, il convient de préférer l'aire 2 A, — A^, qui fournit, après réductions, l'aire A_, 
de la relation (3). 

Lp général Pariientier a donné cette relation, d'abord dans le Mémorial de Vojicier 
du Génie (u® 16, i85/|, p. 290), puis dans les Nouvelles annales de Mathématiques 
(r* série, t. XIV, i855,p. Sgo). Le général Piouert est arrivé à la même formule par 
des considérations dîn'érentcs {youvelle< Annales de Mathématiques, r* série, t. XIII, 
iSj.'i, p. 323. Voir aussi Parmentier, Simplijication de la Méthode d'inlerpolacion de 
Thomas Simpson, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques y 2' série, t. XV, 187^, 
p. 241, ot Extrait d'une lettre du général Parmentier^ dans la Nouvelle Correspondanvtr 
mathématique, t. V. Bruxelles, M DCCCLXXIX, p. 166). 

Le général Parmentier est arrivé depuis [Nouvelles formules de quadrature, dans 
le Compte rendu de la onzième session de l'Association française pour l'avancement 
des Sciences, Paris, i883, p. 64) à une nouvelle expression de l'aire approchée, en 
éliminant 2I/<^ de la formule de Simpson, au moyen d'une aire auxiliaire dans laquelle le 
premier et le dernier côté de la ligne polygonale, limitant les deux trapèzes extrêmes, 
sont remplacés par les segments d'arcs paraboliques qu'ils sous-tendent. On a ainsi 

(» A. = J [îSA,+ .', SA,- V (A.-+- A.*,)^ (A, + AJ - i(A,+ A.-.)] • 

En retranchant cette aire du double de l'aire de Simpson, donnée par la relation (i", 
on a cette expression nouvelle 

(5) A,= aA,-A,= ^ [2SA,--i(A,-+-/i„^,)-i('^-+-/'J-+-n(/'2^ Vi)]- 

Celte formule, moins simple que (3), exige que l'on connaisse deux ordonnées de 
plus, /ij et A„_,; elle ne conduit cependant pas à des résultats beaucoup plus appro- 
chés. Elle donne, comme les formules de Simpson et de Catalan, des aires exactes 
pour les arcs de paraboles du deuxième et du troisième degré. M. Mansion a d'ail 
leurs r«'marqué {Mathesis, supplément à la livraison de septembre 1881) que les 
aires Aj du général Parmentier, A, de Simpson et A de Catalaii (note de la p. 3 10) 
ont entre elles la relation 

en sorte qu'on arrive aussi à la formule (5) en éliminant 2A entre les formule» 
de Simpson et de Catalan. 



3l» CALCUL GRAPUIQLE. — CHAPITRE IX. 

mathématiquement exact, lorsque le contour curviligne de Taire 
est un arc de parabole. 

Si toutes les ordonnées paires avaient la même longueur h et 
toutes les ordonnées impaires la même longueur h'^ /i, la formule 
de Simpson correspondrait à une série de branches ayant leurs 
sommets arrondis aux extrémités des ordonnées impaires et se 
relevant des deux côtés pour recouper les branches voisines à 
angles aigus sur les ordonnées paires. La formule de Parmentier 
donnerait au contraire une suite d'arcs paraboliques raccordés les 
uns aux autres, aussi bien sur les ordonnées paires que sur les 
impaires, ce qui est beaucoup plus conforme aux conditions ordi- 
naires de la pratique. La formule (i) donne donc des résultats 
moins exacts que la formule (3) lorsque la courbe proposée ne 
présente pas d'angles rentrants. 

Il en est autrement dans certains autres cas, et notamment dans 
celui de Isijlg, iSg. La courbe ABC se compose de deux branches 



Fig. iSy. 




qui présentent leur convexité à la base, qui se coupent en B sur 
une ordonnée d'indice pair et qui sont terminées par deux segments 
MA, NG parallèles à XY, de telle sorte que ho= h^ et /i„ = A^^.!- 
Les formules (2) et (3) donnent alors identiquement 

et chacune des aires partielles A//,- est un trapèze rectiligne mnvu^ 
limité par la tangente à la courbe à son point d^intersection o 
avec Tordonnée moyenne A/. L'aire totale, calculée d'après l'une 
des deux formules considérées, est donc inférieure à l'aire exacte 
de la quantité représentée par la somme de tous les petits triangles 
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OTO/7, noq. La formule de Simpson donne en ce cas une valeur 
plus approchée, à raison de la correction qui résulte du 
terme bh^k* 

Le résultat fourni par la formule (2), comme celui qu'on ob- 
tiendrait en prenant pour valeur approchée Faire du polygone 
inscrit, est trop faible ou trop fort, selon que la courbe tourne sa 
concavité ou sa convexité vers la. base. Avec la formule (3), au 
contraire, Terreur est de môme sens que si Ton prenait pour va- 
leur approchée Taire du polygone circonscrit. Quant à Terreur de 
la formule (1), elle est généralement de même sens que celle de la 
formule (y.). 
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Aire maxima pour un périmètre donné (^). 

237. L'élude du profil d'un canal comporte souvent la détermination 
du plus petit périmètre mouillé correspondant ù une certaine aire mouillée, 
ou de la plus grande aire correspondant à un porimètre donné. On dé- 
montre en Géométrie élémentaire que, si le périmètre est formé de seg- 
ments rectilignes dont les longueurs sont données, l'aire est maxima lorsque 
ce périmètre est inscrit dans une demi-circonférence. 



(*) Voir sur cette question, et sur quel'iucs autres qui s'y rattachent, Lagrancc. 
Leçons sur le calcul des fonctions. Leçon XXI*. — Steitier, Mémoire publié dans le 
Journal fur die reine und angewandte Mathematik, de A.-L. Crellr, t. XXIV, Berlin, 
iS^i. — O. BoîiNET, Mémoire sur la théorie générale des surfaces, dans le Journal de 
l'École Polytechnique, t. XIX, 32* cahier, i8'|8. — Paol Sebret, Des Méthodes en 
Géométrie^ Paris, i8j5, p. io3 et suiv. — Cilmann, Die graphische Statik, Zurich, 
187.5, n* 23. — En. Collioom, Hydraulique, Paris, r88o, p. 27G et suiv. 

Ofi trouve la première trace de la doctrine des isopérimètres dans le Trait J des iso- 
périmètres de Zé\()D(irb, que nous connaissons en partie par le Commentaire de Tbéon 
sur la Sjntaxe mathématique do Ptollmêk. ZknodoRE y démontrait que, parmi les 
figures isopérimètros d'un même nombre de côtés. la plus grande est celle dont les 
côtés sont égaux. Il en déduisait la propriété du cercle d'envelopper l'aire maximum 
pour un périmètre donné (CantoR, T'orlesungen ilber Geschichte der Mathematik, 
t. I, Leipzig, 1880, p. 3oH-3o9, 379. — \l\.\. iMarie, Histoire des Sciences mathématiques 
et physiques, 1. 1, Paris, i883, p. 261). Quelques auteurs attribuent môme à Pythagore, 
non seulement la propriété précédemment énoncée tlu cercle, mais encore celle delà 
sphère d'être maximum parmi les figures de même surface (RoicnÉ et de Cumdebousse, 
Traité de Géométrie élémentaire, 3* édit., Paris, 1873, p. xni\ ^î es* en tout cas certain 
que Pappus, dans le Livre V de ses Collections math i mat iques, a repris les propositions 
de Zénodore sur les figures planes et les a étendues aux solides. (Max. Marie, loc. cit., 
t. Il, p. 5o.) Le cinquième Livre des Coniques d'AroLLOMius contient en germe ce que 
nous ont appris depuis les méthodes analytiques sur les questions de maxima et 
de minima (Halley, jéppollonii Pergœi Conicorum libri octo^ Oxonia?, 17 10; Max. 
Marie, Inc. cit., t. I, p. 172, t. Il, p. 58). Liililier {De relatione mutua capacitatis et 
terminorum fgurarum, 178a) a résumé, corrigé et considérablement accru, par ses 
propres découvertes, les travaux faits sur ce sujet depuis les Grecs jusqu'à R. Simso:«. 

Kepler parait avoir observé le premier la propriété dont jouit une grandeur va- 
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Steiner a résolu le problème dans le cas re'ciproqueoù l'on connaît, non plus 
les longueurs des divers segments, mais leurs directions et la longueur du 
périmètre. Culmann a donne de la même question une solution géométrique 
directe, dont la suivante ne difTère que par la forme de la démonstration. 

Soit A,BiB', A'j [fig, 160) un profil dans lequel AjA,' est le niveau de 

Fi|^. iGo. 




Tcau, t«uidis que les trois autres côtés, dont la somme est ('gale à une lon- 
gueur donnée y?, sont respectivement parallèles ù trois directions données. 
On prend, sur les prolongements de BjEj, CB, =: AiBi, BjC' = B', Aj, en 
sorte que ce r- ^. La parallèle à CAj, passant par B,, et la parallèle a 



riablc de ne varier que par dp(;rés insensibles dans le voisina(te de son état de maxi- 
mum ou de minimum [Nova stereometria doliorum^ etc.; accessit^ stereoinetriœ Ar~ 
chimedeœ supplementum, Lincii, i6i5) Un peu plus tard (iCSG), Fermât précisait ce 
premier aperçu dans sa célèbre niclhode : De maxlmis et minimis. 

L'un des problèmes de maxima et de minima qui ont occupé les (^éomôtros con- 
siste à trouver, pour un lieu donne, le jour de l'année où le crépuscule est le plus 
court. Résolu pour la première fois par Pedro Ncîie?. (NoMirs, De crepnsculis liber 
unuSf Lisbonne, ij'ia, et Pétri yonii Opcra, Bàle, 1592), il a été repris* on if>93 par 
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C'Aj, passant par B^, coupent respectivement A, Aj aux points Dj et Dj. 
On mène : i" les droites CDt, C\ D\ qui se coupent en D; 2" rhorizontale 
passant par D, qui coupe CAi en A, C'A', en A'; 3* les droites AB, A'B', 
respectivement parallèles à AjBi, A'jB', . Il s'agit de démontrer que le 
profil ABB'A' (dont le périmètre mouillé est égal à p, car AB =: CB el 
B'A' = B'C') est, parmi tous ceux qui satisfont aux données, celui qui 
contient la plus grande aire. 

Traçons d'abord un troisième profil ÂsBjB'jA,, tel que la ligne de ni- 
veau A A' soit comprise entre A^ A'j et A^Aj. Les parallèles menées par B, 
à CA et par fi'^ à C'A' coupent A^B^ respectivement aux points D, et D',. 

Les deux faisceaux de rayons parallèles de direction AA' et de direction 
BD, respectivement perspectifs au faisceau de direction AB (G. kO), sont 
projectifs [G- ki). Ils ont d'ailleurs comme rayon uni la droite à l'infini 
qui joint leurs centres. Ils sont, par conséquent, perspectifs (G. 4-4-) et en- 
gendrent la ponctuelle DDjDj Les deux faisceaux des directions A A' 

et B'D engendrent pareillement la ponctuelle DD^D', . . . , perspective à 
la première, et les deux ponctuelles ont comme élément uni le point D 
d'intersection des rayons BD, B' D, déterminés par la position particulière 
AA' de la ligne de niveau. 



Jea?c Bernoulli {Opéra omtiia, t. I, p. 64). Hachette {Correspondance sur l'Ecole 
Polytechnique, t. I, p. 1J9) rapporte que Momgb a traité cette question en menant 
un plan tangent à deux cônes de même sommet. On trouvera dans l'Ouvrage précité 
de M. Pai'l Serret (p. 106) la solution du maroi:is de Liiospital, fondée sur le principe 
de Fermât {Analyse des injînimcnt petits. Section III, exemple 13). 

Le problème ne consiste pas toujours, comme dans le cas précédent, à déterminer 
sur une courbe la position d*un point mobile, correspondant au maximum ou au 
minimum d'une grandeur variable. On a souvent à cbercher, parmi toutes les lignes 
dont les points extrêmes sont assujettis à certaines conditions communes et qui restent 
complètement indéterminées dans l'intervalle de ces points, celle pour laquelle une 
grandeur, dont la valeur dépend de la ligne tout entière, devient un maximum ou 
un minimum. (Eclcr, Methodus invcniendi lineas curvas, maxlmi minimive proprie^ 
eate gaudentes, sii'e solutio problematis isoperimetrici^ latissimo sensu accepti, Lau-> 
sanne. i^'f^^ P* 3)* ^^ premier problème de ce genre et le plus célèbre est celui de 
la brachistochrone ou de la plus courte descente, proposé par Jean Bernuglli. Eo 
^nhVvAïii {Acta Lipsiœ, mai 1696, p. 306) la solution particulière à laquelle il était 
parvenu. Bernollli mettait en doute la possibilité de trouver une méthode générale 
opplicable à toutes les questions du môme genre. Eulkr {loc, cit,) et Lagrangk {Re- 
cherche sur la méthode de maxiniis et minimis; Essai d'une nout^elle méthode pour 
déterminer les maxima et les minima des formules intégrales indéJinieSy etc., dans les 
Miscellanea Taurinensia, t. l à IV, 1760-1769), devaient, plus tard, mettre formelle- 
ment en défaut les prévisions de Berïioulli. A côté de leurs célèbres méthodes ana- 
lytiques, ou ne doit pas omettre de citer les belles recherches purement géométriques 
de Maclaurin {A complète System of fluxions, Edimbourg, 174a, traduction française 
par le P. Pézenas, Paris, 1749, t. Il, n"- 572, 574, 578, 588). 
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Cela posé, on voit immédiatement que le quadrilatère A B D'A' est équiva- 
lent au triangle CDC; que le quadrilatère AiB,B', A', est équivalent au 
quadrilatère croisé CDiDj C et, par conséquent, au triangle CDC diminué 
du triangle DDiD'^; enfin, que le quadrilatère As B^B^ A, est équivalent 
au quadrilatère C DjD^C' et, par suite, au triangle CDC diminué du 
triangle D D^D,. Le quadrilatère ABB'A' a donc une aire supérieure à 
celles des quadrilatères qu'on obtient en prenant des lignes de niveau su- 
périeures ou inférieures à AA'. 

On voit d'ailleurs que BD, parallèle à la base CA du triangle isoscèle 
CAB, est bissectrice de Tangle ABC'. Pareillement, B'D est bissectrice de 
l'angle A'B'C. Le quadrilatère d'aire maxima ABB' A' est donc circonscrit 
à une demi-circonférence dont le centre est au point D. 

On peut remarquer que les faisceaux semblables et perspectifs des direc- 
tions AB et A'B' se coupent suivant une ponctuelle «, passant par S (*), 
et déterminent sur la droite CC deux ponctuelles semblables et opposées 
dont les éléments unis sont le point à l'infini et le point P d'intersection 
de tt et de c (G. 4-2). Lorsque les éléments B et B' s'unissent en P, le qua- 
drilatère variable se réduit à un triangle MPM' inscrit à SCC. 

238. Étant donné un profil ABB' A' (yf^'. i6i), circonscrit h une demi- 

Fijj. i6i 



. ^ — 
c " -^ 




X 



circonférence, construire un profil semblable et dont Vaire soit égale à une 
aire donnée S. 

On réduit d'abord le quadrangle ABB'A' à une base 2^, en disposant la 



(') En d'autres termes, d'aprr-s une propriété bien connue, les c^tés des triangles 
variables, tels que A|EA/, pivotant autour de trois points situes sur la droite à l'infini 
du plan, les sommets de ces triangles sont sur trois droites qui concourent en un point S. 
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figure (le telle sorte que la hauteur correspondante /soit à mesurer sur 
l'un des cotés A'B' du profil, à partir de A'. A cet effet, on mène : 90^ AC 
parallèle h A'B jusqu'à la rencontre deB'B. On a ainsi le sommet C du 
triangle CA'B' équivalent au quadrangle donne. On prend ensuite sur A'C 
le point D, situe à la distance 2^ de A'B', et la ])arallèle A£ à DB' donne 
A'E =::y (87). L'aire du profil cherché n'étant pas ^/, mais S =^ />/j, les 
côtés de ce profil doivent être aux côtés de ABB'A' dans le rapport 

/y 

—!_- Pour déterminer celui de ces côtés qui est homologue à A'B', on dé- 

crit une demi-circonférence sur A' F =:=/*,, on élève la perpendiculaire EG 
à l'extrémité de/, on joint GA', GF, on prend, sur A'G, A'II ;= A'B', et 
l'on mène HB'j parallèle à GF. Le segment A'B'j est, dans le profil cherché, 
l'homologue de A'B'. On a, en effet, en remarquant que A'B' =^ A' II, 



A'B'^A'G^ V//; ^ y// 

à'b; - / - /, ^X' 

On complète le second profil par les droites B'jBj, B, Ai, respectivement 
parallèles à B' B, BA. 

239. Il tst facile d'étendre les considérations des deux derniers numéros, 
soit aux quadrilatères circonscrits à une circonférence entière, soit aux po- 
lygones d'un nombre quelconque de" côtés, circonscrits à une demi-circon- 
férence ou à une circonférence entière. On est ainsi conduit à ces propriétés 
plus générales : 

Les câtès d'un polygone se tlcplaçant, sans cesser d *ctre respectivement 
paraHèlcs à des directions don nées, le rapport de Vaire au périmètre est 
maximum lorsque le polygone est circonscrit h une circonférence. 

Dans un canal découvert, le rapport de l'aire au périmètre mouillé est 
maximum lorsque les cotés en nombre quelconque de ce périmètre sont tan- 
gents à une demi-circonfétencc dont le centre est sur la ligne d*eau, 

pj- J62. 240. Lorsque, dans le profil à aire 

jj , ^, maxima ABB'A' de la fig, 160, le 

X î^ I J T i? côté BB' devient parallèle à AA', les 

>\ A "^'I / angles ABD, ADB sont égaux, et l'on 

>v '' ' ^^^ Jf ^"^^-^ AD, A' B' = A'D. En d'autres 

^V^ ' l^""^/ termes, la somme des longueurs des 

B-* .- ►B' deux talus est égale, à la largeur du 

canal à la ligne d'eau. 
Soient 7, 7i [fig. 162) les langontes dos angles A'AB, A A'B', b la hase 
BB', h la hauteur du trapèze. 



« « 
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La section mouillée a pour expression 



et le périmètre mouillé 



1 \ T T 



^ /l h 



Le rapport de la section au périmètre, c*est-à-dire le rayon moyen (14i'3}, 
est donc, dans le cas du maximum, 

SA 

Le rayon moyen est donc égal à la moitié du rayon de la demi-circon 
férence inscrite. 

On se donne ordinairement S, t et ti, et l'on déduit le périmètre mouillé 
et le rayon moyen de la relation 

2S _ / 2S 

facile à établir d'après la figure. 

Lorsque les deux talus ont même inclinaison, ce qui est le cas pratique. 
on a l'expression plus simple 
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CHAPITRE X. 



TRAHSrOBHAnOI DES SOUDES, 



CocsiNERY, Le Calcul par le trait, etc., Paris, i8/|0, p. io3-ii8. — Bacernfeihi», 
Vorlegeblatter zur Strassen-und Eisenbahnkunde^ etc. Mûnchen, i856, p. 7-12. — 
CuLMANif, Die graphische Statih, Zurich, 1866, n" 16-23, et i8:5, n" 28-32.— SofLB- 
8INGEII, Vortràge ûber grafisches Rechnen und Gra/oStatik, Wien, 1868-69, "** ^^^ 
140. — WwRLER, Fortrage ûber Eisenbahnbau, etc., Prag, 1870, VII Kap. — 
Ubillos, Explanacion de un camino. Procedimientos graficos, etc., Madrid, 1875. 
p. 43-45. 

I. — Représentation des volumes par des segments de droites. 

241 . Transformer un solide donné, en le réduisant à une base 
donnée, c'est déterminer la hauteur d'un prisme de base donnée 
dont le volume soit égal à celui du solide (*). 

On considère le volume V du solide comme le produit d^une 
aire S par une longueur ou hauteur A', et Ton réduit d'abord, 
suivant les règles précédemment exposées, Taire S à une base 
6, telle que bl - S. On a, dès lors, 

On réduit en^suîte le produit /A*, considéré comme une nouvelle 
aire, à une seconde base a, telle que ah ^^ Ik, et l'on a 

La transformation des solides se réduit donc à une double trans- 



C ' ) La solution graphique de ce problème était connue des géomètres arabes. (Voir, 
en efTet, Notices et extraits des manuscrits de la bibliothèque du roi et autres biblîo^ 
thèqués^ publiés par V Institut de France, faisant suite aux Notices et Extraits lus au 
Comité établi dans l'Académie des Inscriptions et Belles- Lettres, Tome XIII. Paria, 
MDCCCXXXVIII, p. i36-i5o. — Matériaux pour servir à l'histoire comparée des 
sciences mathématiques chez les Grecs et les Orientaux, par M. L.-P.-E.-A. Sédillot, etc., 
t. I. Paris, 1845-49. 
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formation d'aires. Nous avons appris à transformer les aires dans 
tous les cas; nous n'avons donc pas à nous occuper de la transfor- 
mation des solides géométriques simples^ et nous nous bornerons 
à indiquer, dans l'étude qui va suivre, les dispositions particu- 
lières à adopter pour la transformation des solides irréguliers, et 
les règles à suivre dans le choix des dimensions sur lesquelles la 
transformation doit porter. 

Les solides irréguliers, dont il s'agit de déterminer le volume, 
sont donnés le plus souvent par des sections transversales paral- 
lèles, plus ou moins espacées. Nous considérerons particulière- 
ment, à raison de leur importance dans la pratique, les solides de 
déblai et de remblai auxquels donne lieu l'exécution des travaux 
de terrassements. 



II. — Volame des solides réguliers de déblai et de remblai. 

2i2. Soit proposé {^fig- i63) un solide rectiligne de déblai ou de 
remblai, compris entre deux derai-scctions transversales, ABCE et 

Fig. i63. 




A| B| GiE|, dont la distance AA| = EE| est supposée assez petite 
pour qu'on puisse considérer les arêtes BB, et GC| comme droites. 
On suppose droites aussi les lignes BC, B|C|, B^Cj, du terrain 
naturel, dans les sections transversales extrêmes et dans une troi- 
sième section intermédiaire quelconque, parallèle aux précédentes. 
La surface du terrain naturel, dans le solide ainsi délimité, est un 
quadrilatère parabolique ayant pour directrices les droites 6B|, 
GC|, et pour génératrices les droites BC, B| C|, .. ., contenues 
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dans les plans parallèles des sections transversales. L'un quel- 
conque de ces plans coupe le tétraèdre BCB|C| suivant un paral- 
lélogramme dont une diagonale est la génératrice B2C2 du para- 
boloïde, située dans la même section; conséquemment, si Ton 
considère le tétraèdre comme composé d'une suite continue de 
tranches élémentaires parallèles aux sections transversales, on 
voit que chacune de ces tranches est pai^tagée en deux parties 
égales par le paraboloïde. Le tétraèdre lui-même est donc divisé 
par le paraboloïde en deux solides équivalents. Dans les deux sec- 
tions extrêmes, les parallélogrammes se réduisent à leurs diago- 
nales respectives, c'est-à-dire aux génératrices-BC, B|G|, du pa- 
raboloïde, et, des deux faces du tétraèdre passant par BC, Tune, 
BCB|, est située au-dessus du quadrilatère parabolique, tandis 
que l'autre, BCC|, est située au-dessous du même quadrilatère. 
Pareillement, les deux faces B| C| G et B| C| B sont, l'une au-dessus, 
l'autre au-dessous du quadrilatère parabolique. 

On voit par là que le volume du prisme ABCDA,B|G|D|, situé 
au-dessous du quadrilatère parabolique, est la moyenne arithmé- 
tique entre le volume formé par la somme de deux prismes situés 
sous les faces BCB| , B| C| G du tétraèdre et le volume formé par la 
somme des deux prismes situés sous les faces BCG|, B| G| B du 
même tétraèdre. 

Si Ton retranche du prisme moyen ABGDÂ|B|G|D| la pyra- 
mide tronquée GDEG|D|E|, située sous le talus GEE|G|, on a. 
comme volume du solide proposé ABGEAi B| G| E| : 

V = |(ADAjBCBi-t- ADDiBCC, 

H- AiDjABiCiB-f- AiDiDBiCiC) — CDECiDiE,. 

Posons 

AA, =:EEi = /, AEi:=AiE,=i^, AB = A, 
AiBi = Ai. DC = H, DiC,= B4 

et désignons par t la tangente de l'angle que le talus GEE| G| fait 
avec l'horizontale. 
Nous avons alors 

ED = -, EiDt= -S 
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et les volumes des solides prismatiques sont représentés par 
ADAiBCB, ={lU -1-5 \i(A + H +A,), 
ADDiBCC, ={l(b -(-5\ i(A-HH-t-H,). 
A,D,AB,C,B = |//^A -H— U[/'i-t-H,-l-/0. 
A,D,DB,C,C— ;;(* -H— )t{/'i + Hi-^H)' 

/H' h; HH,\ 



CDF.C.DiE =;/( 



En substituant et réduisant, o 
cherché, 



-a, pour espression du volume 



[ V = ^/6[/i-f- H 4-A,- 



Kj. i6i. 



^ ' 4.i*.(/,H-(-/,,H,)-^/(A-A,) !- 

243. Si l'on mène par le point E la parallèle à AB jusqu'à 
rencontre avec les parallèles à AD, me- 
nées par les points B et C, on transforme 
la section ABCE en une aire qui est repré- ^-^ 

sentée par la partie hachurée de \^Jtg- > 64> 
Cette aire, composée d'un trapèze et d'un 
triangle, a pour expression 

' ' ' 2T 

Pareillement, l'aire de la section A,B, GiE, a pour expression 

A, = I/.(A,-HII,) + ^- 
> i \ > Il j^ 

Substituant dans(i), il vient 

L'aire *- étant la moyenne arithmétique des sections ex- 
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trêmes, on voit, par l'expression (2), que le volume n'est pas 
eKaclement égal au produit de Taire moyenne par la distance des 
profils, et qu'il faut, avant d'effectuer le produit, ajouter à l'aire 

moyenne, ou en retrancher, la surface ^ î -^ selon que 

les lignes du terrain naturel se coupent ou non dans les limites 
des profils extrêmes superposés, c'est-à-dire selon que A — /i| 
et H — H| sont de même signe ou de signes contraires. 

Les segments ED = — et E| D| = — étant les projections hori- 
zontales des talus dans les profils extrêmes, on voit que l'aire à 
retrancher est la sixième partie de celle d'un triangle KCG 
{/ig' i65) ou de son équivalent KCC|, qui a pour base CC| la 
différence des longueurs de talus et dont le sommet K est à la 

Fiç. i65. 




distance verticale KG = h — h^ de la base. On pourra donc, par 
une construction très simple, vérifier, dans chaque cas particulier, 
si la simple multiplication de l'aire moyenne par la distance entre 
les deux profils donne le volume du solide avec une approxima- 
tion suffisante. On opérera la correction, s'il y a lieu, en substi- 
tuant à l'une des sections ABCE lensemble ABCFKGE de cette 
section, et du triangle FKG, qui est le double du triangle d'erreur 
KGL, car on a pris GF = ^GG, . 

Si les talus étaient verticaux, la projection horizontale ^ 

serait nulle; par suite, l'aire du triangle d'erreur serait nulle aussi 
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elle volume du solide serait exactement égal au produit de Taire 
moyenne par la distance entre les profils. 

244. Les mêmes formules s'appliquent aux solides cunéiformes 
{fig- 166) qui se présentent souvent quand on passe du déblai au 
remblai. La section Fq étant celle du profil transversal, en déblai 
ou en remblai, le plus voisin de la ligne de passage, les faces laté- 
rales F et F|, parallèles et verticales, peuvent être considérées 




comme correspondant aux deux sections transversales A et A| 
de hijtg. i63, avec cette disposition particulière que la demi- 
plateforme i = o et que, par suite, les lignes du talus partent des 
pieds des ordonnées h et h^. On voit, d'ailleurs, que la différence 
des projections horizontales de ces lignes est l^ — /et que la dis- 
tance /, entre profils, est ici remplacée par l'épaisseur b du coin. Si 
donc on fait, dans la formule (2) du n° 243, 



Hi-H^^ 



/. l^b, A^F, A,=:F„ 



on a, comme expression du volume du solide cunéiforme, 

v-A^:F-f-F, -,va;^-^;(/.--/;. 

soit, en faisant F :::= i A/, F, := 4 A| /| et réduisant 

V tn JL 6 ; 2 /,/ -f- î>. /i, /j -h A/, -h /< , / , . 

Dans la pratique des calculs de terrassements, on ne connaît pas 
les aires latérales F et F|, mais seulement Taire transversale F©, 
et Ton détermine approximativement le volume du solide en mul- 
tipliant Taire Fo = i i(A -h Ai) par la demi-longueur moyenne 

— 7— î • On a, dès lors, comme expression approchée du volume : 

V'=: Fo '-^ = ; b[h ^- /,, ) ! ;/ -I- /, ; r= i ^(/l/ H- //,/, -h ///, -f- V). 
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Soit X l'erreur commise dans cette approximation, c'esl-à-dire la 
quantité dont il faudrait augmenter V pour obtenir V. Nous au- 
rons 

i^(/l4-//l)(/-4-/i) -+-.r=:^^(2///H-a//i/,-+-///,-i-A|/); 

d'où 

et, par suite, 



='-^h-''"-"3fe^] 



Il suit de là que le volume exact V est égal au produit de la demi- 
longueur moyenne du solide cunéiforme par l'aire qu'on obtient 
en augmentant Fq d'un triangle qui a pour base h et pour hau- 

teur(/i,-/0 3|-;^- 

Soit donc ABGD {Jig* 167) l'aire Fq. On prolonge DC de la 
quantité CE =:= A« — h ; on porte sur une même droite quelconque, 



Fig. 167. 



E 



C" - 




^ 

D 




à partir du point C, et en ayant égard aux signes, les segments 
CG et CF respectivement proportionnels à /« — / et à 3(/| -f- 0- 
On mène enfin, par le point G, la parallèle GH à la droite FE. T-e 
triangle d'erreur est alors représenté en grandeur et en signe par 
CBH. 

III. — Volume des solides irréguliers. 

245. L'axe du tracé et, par conséquent, du solide à calculer, 
n'est pas toujours rectiligne; il présente même quelquefois des 
courbures de petit rayon. Le plus souvent, en pareil cas, on mul- 
tiplie les aires des sections faites normalement à l'axe du tracé 
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par les distances entre profils mesurées sur cet axe courbe, sans 
tenir autrement compte de la courbure. 

Ce procédé, généralement admis, conduit quelquefois à des er- 
reurs assez importantes. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse 
d'un tracé à revers de coteau, dont la courbure s'infléchit autour 
du massif à déblayer suivant un arc de 20" de rayon. Soient S, S« 
{^fig» 168) les centres de gravité des sections transversales en dé- 

Fig. 168. 




''<i''/^'^'j^;imiif(^> 



blaî et en remblai, situés chacun à 2™,So de l'axe du tracé. Si l'on 
procédait suivant la méthode précédemment indiquée, en multi- 
pliant les aires des sections par les longueurs mesurées sur l'axe, 
on commettrait une erreur de ^ en plus sur le déblai et de ^ en 
moins sur le remblai. En effet, d'après la règle de Guldin ('), le 



(') GcLDix a public le théorème qui porte son nom dans le Centrobarycorum^ seu 
de centra graviiatis trium specierum quantitatis continua. Libri IV. Vindobonse, 
i635-i64a. On trouve dans cet Ouvra(;c des méthodes pour la détermination du 
centre de gravité des arcs de cercles, des secteurs et des segments circulaires et ellip- 
tiques. On y trouve aussi l'application de cette règle fondamentale : Toute figure 
formée par la rotation d'une ligne ou d'une surface autour d'un axe immobile est le 
produit de la quantité génératrice par le chemin que parcourt son centre de gravité. 

Cette propriété était déjà connue depuis plusieurs siècles. Pappis énonce, en effet, 
à la fin de la Préface de son Livre VII {Pappi Alexandrini mathematicœ collectiones 
a Fedebico CoHMANDiKO lU latinum conversa et commentariis illustrata, Pisauri, i558, 
p. i^|3) la proposition suivante, qui rappelle tout à fait celle de Gcldik : « Les figures 
décrites par une révolution complète ont une raison composée de celle de ces figures 
et de celle des lignes semblabloment tirées de leurs centres de gravité sur l'axe de 
révolution, et la raison des figures décrites par une révolution incomplète est (la 
raison composée de) celle des figures tournantes et (de celle) des arcs décrits par 
leurs centres de gravité .... Il est manifeste que la raison de ces arcs est composée 
de la raison des lignes semblablement tirées aux axes et des angles contenus dans 
les extrémités de ces lignes, rapportées aux mèroks axes. ■ La version qui précède 
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volume du solide engendré par le moui^ement d'une figure 
plane, constamment normale à la trajectoire de son centre de 
gravité, est égala Vaire de la figure, multipliée par la lon- 
gueur de cette trajectoire. Dans noire exemple, les aires S et S| 
ont pour trajectoires deux arcs concentriques dont les rayons sont 
respectivement de 17", do et de 2 2"*,5o. Les long^ueurs /, mesurées 
sur Taxe, doivent donc être diminuées de ^jy^ / = ^ / pour le dé- 
blai, et augmentées dans la même mesure pour le remblai. 

IV. — Détermination des volumes an moyen des courbes de niveau. 

246. On détermine souvent le volume des solides irréguliers au 
moyen des courbes de niveau (104). 



a été donnée par Montccla. M. Léon Rodet a proposé cette autre traduction, faite sur 
le texte grec : « Le rapport des rotations complètes est composé à la fois de celui des 
figures tournantes et de celui des droites semblablement menées sur les axes, de 
leurs centres de gravité. Celui des (rotations) incomplètes (est composé) de celui des 
figures tournantes et de celui des arcs qu'ont décrits les centres de gravité de ces 
figures; et le rapport de ces arcs est évidemment composé de celui des droites me- 
nées et des angles compris entre les extrémités de ces droites, quand bien même ces 
extri'mités seraient tout auprès des axes de rotation. » Pappcs se désigne clairement 
comme l'auteur de ce beau théorème dans les lignes suivantes, qui précèdent l'énonce 
de la proposition : « J'ai honte de plusieurs géomètres que je vois s'occuper de re- 
cherches futiles au lieu de s'appliquer à l'étude de propositions plus utiles et plus 
générales. Et pour ne point exprimer gratuitement cette opinion, je vais leur dévoiler 
ceci, qui est peu connu. » Pappos montre bien, d'ailleurs, qu'il a compris l'étendue 
et la fécondité de ce principe, lorsqu'il ajoute, après l'avoir énoncé : « Ces proposi- 
tions, qui, au fond, n'en font qu'une, comprennent sous une même dénomination 
un grand nombre de théorèmes variés sur les lignes, les surfaces et les solides. Quel- 
ques-uns de ces théorèmes ne sont pas encore démontrés; d'autres le sont, ou con- 
traire, et, parmi ces derniers, ceux qu'on lit dans le Livre XII des Éléments» » Il 
serait donc juste de donner le nom de Pappus au principe si fécond qui porte le nom 
de GuLDi^i; et cela d'autant plus que Guldin cite plusieurs fois l'Ouvrage du géomètre 
d'Alexandrie dans la Préface de son Ouvrage, ce qui ne permet pas de supposer que 
la proposition de Pappcs lui était inconnue. On peut d'ailleurs s'étonner que Pappcs 
n'ait pas démontré cette proposition. 11 en avait au moins deux occasions naturelles : 
l'une dans le Livre VIll, consacré à la Mécanique, l'autre dans le Livre V, où il 
refait précisément la théorie des surfaces et des volumes engendrés par des lignes 
ou par des surfaces tournantes. 

Voir MoMTucLA, Histoire des Mathématiques, nouvelle édition, t. I. Paris, an VU, 
p. 329-330. — Klijgei., Mathematisches Wàrterbuch, t. 1. Leipzig, i8o3, p. (|38. — 
Chasles, Aperçu historique^ etc. Bruxelles, i837, p. ag et 90. — Poncblet, Traité des 
propriétés Project i%*es, etc., t. 1. Paris, 1866, p. xxv. — Hcncfer, Histoire des Mathé- 
matiques, Paris, 1874, p. a63. — Max. Marie, Histoire des Sciences Mathématiques et 
Physiques, t. II, Parin, i883, p. 47 et 55, et t. lll, 1884, p. 169. 
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On règle ordinairement la distance constante entre les plans de 
deux courbes de niveau consécutives, de telle sorte que toute sec- 
tion plane verticale faite dans le terrain, normalement à ces courbes 
et entre leurs plans, puisse être considérée comme rectiligne. Si 
l'on admet, d'ailleurs, que deux courbes voisines sont semblables, 
le solide compris entre les plans de ces courbes pourra être consi- 
déré comme un tronc de cône et aura pour volume 



V-i//(F-hF, r-v/FF,) 



/ ♦ 



h étant la distance verticale entre les deux courbes et F, F| les 
aires de leurs sections. 

Dans la pratique, on se borne à multiplier l'aire moyenne par 
h et l'on a 

Vz=:-;//(F-i-F,). 

Ce volume excède le précédent de J /'( yF — y/Fi Y - 

Les dimensions semblables des deux sections étant entre elles 

\/f 

dans le rapport - r::ri on pourra déterminer l'erreur parla conslruc- 

vFi 
tion suivante. 

Soit S {Jig' 16*9) le centre de similitude des deux courbes. Sur 

Fig. 169. 




la différence S| A des rayons homologues SA, SS|, on construit une 
courbe AB|C|, semblable aux deux précédentes. L'aire de cette 
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courbe sera (y/F — y/F, j. En multipliant cette aire par^/r, on aura 

Terreur cherchée. Le rapport — ^ étant ordinairement très petit, 

Terreur est elle-même très petite. Une autre erreur peut provenir 
de ce que Thypothèse faite sur la similitude des deux courbes con- 
sécutives ne se réalise pas complètement. Mais celte erreur, résul- 
tant d'une faible variation dans la longueur des rayons, Sf A, Sf B|, 

AS 

S,C,, . . ., est plus petite encore que la précédente lorsque — ^ 

est très petit. 

247. Quand on se propose de déterminer le volume d'un ma- 
melon, il arrive le plus souvent que le plan de la courbe horizon- 
tale supérieure est donné par un solide partiel en forme de calotte 
irrégulière. On mesure ce solide en multipliant Taire de la der- 
nière courbe horizontale qui lui sert de base par la moitié de sa 
hauteur, si la cime est arrondie ou cunéiforme, par un tiers de la 
même hauteur, si la cime est de forme conique, et, en général, 
par un tantième de la hauteur, compris entre o,33 et o,5o, pour 
les diverses formes de la cime comprises entre les deux précé- 
dentes. Enfîn, lorsque la cime est terminée par un plateau incliné, 
on multiplie la distance verticale, comprise entre le centre de 
gravité de ce plateau et la dernière section horizontale, par la 
demi-somme des aires de cette section et de la projection hori- 
zontale du plateau. 

Le moyen le plus pratique pour déterminer les aires des di- 
verses sections horizontales consiste à faire usage du planimètre. 
On fait ensuite la somme des aires de toutes les sections, on en 
retranche la demi-somme des aires des sections extrêmes et le pro- 
<luit de la différence par Téquidistance h donne le volume compris 
<*ntre les deux sections extrêmes considérées. 

V. — Détermination des volâmes an moyen de plans cotés. 

218. Quand les solides ne sont pas très étendus en largeur, on 
évite souvent de relever des courbes horizontales, et Ton trouve 
plus commode de déterminer leurs volumes au moyen d'un plan 
colé. A cet effet, on relève et Ton nivelle sur le terrain un nombre 
suffisant de points pour qu'en les joignant deux à deux par des 
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droites, on détermine un réseau de triangles dont les plans se con- 
fondent sensiblement avec les parties correspondantes de la sur- 
face du solide. Chacun de ces triangles constitue la base supé- 
rieure d'un prisme tronqué, dont la base inférieure est la projection 
horizontale du même triangle. On aie volume de ce prisme en mul- 
tipliant Taire de sa base inférieure par le tiers de la somme des 
cotes qui se rapportent aux trois sommets de sa base supérieure. 
Cette détermination suppose qu'on a pu prendre comme plan de 
comparaison la base inférieure du solide proposé. Si cette condi- 
tion n'a pas pu être remplie, et si le plan à partir duquel les cotes 
de niveau sont mesurées est situé à une certaine distance au- 
dessous de la base inférieure du solide, on devra retrancher du 
volume de chaque prisme le volume compris entre cette base 
inférieure et le plan de comparaison. 

Soit à déterminer, par exemple, le volume d'une excavation 
représentée par la /ï^. 170, dans laquelle les lignes poinlillées 

Fig. 170. 




indiquent le relief primitif du terrain. Ce volume sera 

v=i|(^t-+-/',-i-/'3)F-2i(/''i-^-/';^-/';)Fi. 

F représentant l'aire des faces triangulaires qui forment l'inté- 
rieur de l'excavation, F| l'aire des faces extérieures qui limitaient 
le terrain primitif, h et h\ respectivement, les cotes des sommets 
des triangles F et F4, par rapport à un plan de comparaison situé 
au-dessus de la masse à déblayer. 
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CHAPITRE XL 



CALCUL GRAPHIQUE DES MOUVEMENTS DE TERRES. 



L. Lala!(?(E| Mémoire sur V Arithmoplanimètre, etc., Paris, i8{o, p. a8-35, et Méthode 
graphique pour la détermination de la distance moyenne de transport des déblais 
et des remblais, Paris, 1879. — Ccliia:<n, Die graphische Statik, Zurich, 1875, 
n** 33-35. — Stroul, Note sur l'application de la méthode graphique aux mou- 
vements des terres, dans les Annales des Ponts et Chaussées, 188), i** semestre, 
p. 1 56- 180. 

L — Préliminaires. 

2t9. r^ construction des voies de communication nécessite le 
déblaiement et le remblaiement du sol naturel suivant un profil 
donné de plateforme. Les dépenses auxquelles ces opérations don- 
nent lieu varient avec le volume des terres et avec les distances de 
transport. La détermination des volumes a fait l'objet du Chapitre 
précédent. Nous nous occuperons ici des distances. Plusieurs pro- 
cédés, numériques ou graphiques, servent à les calculer. L'un d'eux, 
enseigné en France, consiste à prendre pour abscisses les dis- 
tances entre profils en travers, à porter en ordonnées des longueurs 
proportionnelles aux aires de ces profils, à déterminer les centres 
de gravité des figures ainsi construites, à en déduire les distances 
de transport des masses partielles et à calculer, d'après celles-ci, 
la distance moyenne de transport de la masse totale. 

Nous allons exposer un autre procédé graphique, connu et pra- 
tiqué en Allemagne sous le nom de Masse nni\'elle ment (*). 



(*) Ce procédé, appliqué en i8/|4 par Bbuckxeb à l'étude du plan incliné de Culm- 
bach, difTère bien moins par les traits fondamentaux que par la forme et par les tracés 
de détail de la méthode que M. Lalamme avait déjà exposée dans le Mémoire sur 
rArithmoplanimètre, etc. {Annales des Ponts et Chaussées, 1840, a* semestre), comme 
application de l'instrument perfectionné d'QppixoFEB et d'En^tsT. (Voir Lala!I!IB, 
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Il consiste essentiellement dans la construction d'un profil dit 
de distribution y qui diffère du profil en long ordinaire en ce que 
chaque cote de hauteur du terrain est remplacée par une ordon- 
née proportionnelle à la somme algébrique des volumes de rem- 
blai et de déblai, cumulés depuis l'origine du mouvement des 
terres jusqu'au point considéré. On admet, pour la détermination 
de cette ordonnée, que les volumes de remblai et de déblai sont 
des quantités respectivement positives et négatives. 

Lorsque deux profils en travers consécutifs comprennent entre 
eux des parties en remblai et des parties en déblai, on suppose 
qu'un jet de pelle transversal, calculé séparément, a permis de 
compenser le plus petit des deux volumes avec une égale quantité 
du plus grand, et l'on n'a plus à considérer, comme intéressant le 
mouvement des transports longitudinaux, que la différence, posi- 
tive ou négative, entre les deux volumes. 

II. — Calcul des aires transversales. Profil transformé. 

250. Le calcul du volume compris entre deux profils en travers 
consécutifs comporte la détermination préalable de leurs aires. 
Les périmètres de ces aires ayant le plus souvent un nombre de 
côtés supérieur à quatre, on les réduit d'abord en quadrilatères par 
la méthode précédemment indiquée (91-94). Celte méthode a 
l'avantage d'éliminer immédiatement, dans les profils mixtes, tous 
les cubes soumis à un simple jet de pelle transversal. On réduit 
ensuite à une même base donnée b (90) les quadrilatères résultant 
de la transformation. On obtient ainsi une suite de droites /qui 
représentent les aires à une échelle déterminée par le nombre de 
fois que la base donnée contient l'unité linéaire adoptée dans le 
tracé des profils (*). 



Avertiiiement pour la Collection de Tableaux et de procédés graphiques joints à la 
Circulaire ministérielle du 3o juillet 187g, et Réclamation de priorité au sujet de Vap^ 
plication des procédés graphiques au calcul du mouvement des terres, dans les Annales 
des Ponts et Chaussées, iSS^i i*' semestre, p. Sac et i885, i" semestre, p. 79; voir 
aussi CuLHAN!(, Traité de Statique graphique, traduit par MM. Classer, Jacocibr et 
Valat, 1. 1, p. 597, Paris, t88o, et Note sur l'application de la méthode graphique, etc., 
par M. Strobl). 
(') On peut supposer, comme au Chapitre VIT, que les demi-profils en travers 
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251. Considérons maintenant (^fig* 172) un profil en long or- 
dinaire, dans lequel le relief du sol, rapporté d*après le nivelle- 
ment, est représenté par une ligne polygonale hachurée, et le 
tracé de la plateforme projetée par une ligne polygonale simple. 
Prenons une ligne fondamentale {Jig* 173) et portons en or- 
données, à partir des points de division qui correspondent aux 
cotes sur Taxe du profil en long primitif, les longueurs/ (positives 
ou négatives), déterminées par les réductions précédentes. Tra- 
çons enfin la ligne brisée qui joint les sommets des ordonnées 
consécutives. Nous obtenons ainsi le profil transformé. 

III. — Calcul des voliunes. Profil de distribution. 

252. L^aire s du profil transformé, comprise entre deux ordon- 
nées consécutives, est un trapèze ayant pour bases les droites qui 
représentent les aires réduites des profils en travers correspondants 
et pour hauteur la distance entre ces profils. L'aire s représente 
donc le volume de remblai à importer, ou de déblai à exporter 
entre les deux profils considérés ( • ) et, en général, la somme 

consistent en de simples quadrangles uniformément disposés {fig* 171) suivant les 



Fig. 171. 




contours communs ABC en remblai, A,B|C en déblai, de telle sorte que la ligne du 
terrain varie seule, d'un profil à l'autre, dans chacune des deux séries. Si l'on réduit 
ces demi-proâls à la double base OH = a ^, on obtient comme courbe de réduction 
la parabole OO^O, (Chap. VII). L'aire réduite d'un demi-profil de hauteur donnée 
est alors le produit de la base constante b par l'ordonnée horisonule j de la pa- 
rabole, qui correspond à la hauteur considérée. Cette ordonnée doit être comptée 
à partir de l'axe vertical OX, en remblai et de l'axe OX, en déblai. La valeur de/, pour 
une section transversale complète, est la somme algébrique des deux ordonnées y, 
déterminée pour chacun des demi-profils de la section. 
( ' ) On sait ( 243 ) que le volume n'est pas exactement égal au produit de Taire 
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arithmétique S des aires comprises entre la ligne brisée et la fon- 
damentale du profil transformé, représente deux fois le cube total 
du mouvement des terres. 

Il suffit, d'après cela, de réduire à une base donnée b^ les 
trapèzes du profil transformé, pour que les volumes repré- 
sentés par ces trapèzes se trouvent réduits à de simples lignes 
droites. Pour arriver à ce résultat, on divise par moitié, aux 

points I, 2, 3, 4? • • - {fiS' '7^) ^^^ côtés du contour polygonal 
qui constitue le profil transformé, en ayant soin de considérer 
comme deux côtés distincts les segments d^un même côté qui 
sont situés de part et d'autre de la ligne fondamentale. On 
prend sur la fondamentale, à partir d'un point quelconque P, 
une longueur PO égale à la base de réduction qu'on a adoptée, 
on projette horizontalement les points i, 2, 3, 4? • • -, sur la ver- 
ticale passant par le point O et l'on joint les nouveaux points 
I, 2, 3, 4} • • '9 ainsi obtenus, au point P. Cela fait, on trace sur 
une nouvelle fondamentale parallèle à la précédente {fig* 174) 
les ordonnées verticales qui correspondent aux profils en travers 
et aux divers points d'intersection du profil transformé avec sa 
propre ligne fondamentale. A partir du point I, où la première de 
ces ordonnées rencontre la nouvelle fondamentale, on mène, 
parallèlement à Pi de Isl Jlg. 173, la droite lA qui coupe l'or- 
donnée II au point A. Du point A on mène la parallèle à P2 
jusqu'à sa rencontre en B avec l'ordonnée III et ainsi de suite. 
La nouvelle ligne brisée ainsi obtenue est le profil de distri- 
bution. 

Chacune des ordonnées de ce profil représente la somme algé- 
brique des volumes, depuis l'origine du mouvement des terres 
jusqu'au profil en travers correspondant. On a, en effet, par les 
triangles semblables PO 1 {f^g* 173) et III A {fig> 174) 

Oi.IIIizzPO.IIA. 

Mais O i est la demi-hauteur du triangle 02'H, qui représente le 
volume, III est la base du même triangle, PO fa base de réduction 
adoptée 6«. Donc II A représente le volume réduit à cette base. 



moyenne par la distance entre profils, et qu*on peut opérer la correction en ajoutant 
ou en retranchant le triangle d'erreur. 

22 
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Si Ton mène la parallèle AG à la fondamentale, on a, par les 
triangles semblables PO 2 (//^. 173) et ACB {fig^ ^Z\)i 

PO.CB -02.AC = 0o.niII; 

par où Ton voit que CB représente le volume (réduit à la base 6|) 
compris entre les profils II et III. De même IIIB = II A-l- CB 
représente la somme des volumes compris entre les profils I et III; 
et, en général, l'ordonnée qui correspond au profil en travers de 
rang n représente la somme algébrique des volumes compris entre 
l'origine et le /i^'™® profil. 

L'échelle à laquelle les ordonnées des volumes sont figurées 
dépend des bases de réduction choisies et du rapport entre les 
échelles de longueur et de hauteur adoptées pour l'établissement 
des profils. Si l'unité linéaire est le centimètre pour les profils en 
travers et le vingtième de centimètre pour les distances longitu- 
dinales entre profils; si, d'autre part, les bases de réduction des 
aires transversales en ordonnées du profil transformé et des aires 
représentant les volumes en ordonnées du profil de distribution 
sont respectivement t = 2, 6| :=^ 4> "^ centimètre, mesuré sur les 
ordonnées du dernier profil, représentera un volume de 



tnc 



txo X a X 4 =^ '60 



IV. — Détermination des chantiers de transport. 

2o3. Il résulte de ce qui précède que, si les ordonnées sont 
nulles en deux points du profil de distribution , la somme algé- 
brique des volumes de déblai et de remblai entre ces deux points 
est nulle aussi. En d'autres termes, les déblais compensent exacte- 
ment les remblais entre deux points du profil de distribution situés 
sur une même fondamentale , et le volume à transporter longitu- 
dinalement, dans l'étendue du tronçon limité à deux points consé- 
cutifs de cette sorte, est représenté par l'ordonnée maxima du 
profil de distribution dans le tronçon considéré. 

Tout tronçon ainsi défini peut être considéré comme un chantier 
complet ou comme une section complète de transport. On nomme 
reliefs ou dépressions les aires partielles du profil de distri- 
bution qui représentent des chantiers complets, selon que ces 
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aires sont situées au-dessus ou au-dessous de la ligue fondamen- 
tale (*). 

234. Dans une aire quelconque de chantier complet, relief ou 
dépression, KML (^fig- 174) un volume élémentaire de déblai, tel 
que EF, compris entre deux horizontales EE', FF', est destiné à 
constituer l'élément de remblai E'F', déterminé par les intersec- 
tions de ces horizontales avec la partie KM du profil de distri- 
bution. Le volume et la distance de transport de Télément EF sont 
représentés respectivement par la hauteur et parla moyenne des 
bases du trapèze EFF'E'. Le moment de transport de EF, c'est- 
à-dire le produit du cube de cet élément par sa distance de trans- 
port, est donc représenté par l'aire du trapèze; et la somme des 
moments de transport de tous les éléments, tels queEF, qui cons- 
tituent le cube total MN du chantier considéré, est représentée 
par l'aire totale KML de ce chantier. 

255. Le déplacement de la ligne fondamentale, parallèlement à 
elle-même, a pour effet d'augmenter ou de diminuer les aires de 
tous les chantiers complets en relief, suivant qu'il a lieu de haut 
en bas ou de bas en haut, et de diminuer ou d'augmenter en même 
temps les aires de tous les chantiers complets en dépression. Mais 
la quantité dont l'une des deux suites d'aires augmente n'est gé- 
néralement pas égale à la quantité dont l'autre suite diminue, et 
il s'agit de déterminer la position de la fondamentale pour laquelle 
la somme des aires des deux suites ensemble est un minimum. On 
vient de voir, en effet, que le minimum des aires n'est autre que 
le minimum des moments de transport; il correspond, par consé- 
quent, au minimum des dépenses de transport. 

Soient : S6r la somme des segments de la fondamentale qui ser- 



( ' ) L'examen du profil de distribation donne encore lieu aux remarques sui- 
Yantes : 

a. La ligne brisée da profil est, par suite de la convention sur les sij^nes des vo- 
lumes, ascendante de gauche à droite dans les parties en remblai ( trait plein de la 
Jîg. 174)» et descendante dans les parties en déblai (trait pointillé). 

b. Les points culminants des reliefs et les points bas des dépressions correspondent 
respectivement aux points de passage du remblai au déblai, et itice versa, 

c. Le transport du déblai au remblai s'efiTectue de droite à gauche dans les chan- 
tiers complets en relief, et de gauche à droite dans les chantiers en dépression. 

22. 
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vent de base à des reliefs et 26^ la somme des segments qui ferment 
des aires en dépression. Pour un déplacement infiniment petit dh 
de la fondamentale, la somme des aires reliefs variera dans un cer- 
tain sens de la quantité 'Ebrdh, et la somme des aires dépressions 
variera en même temps, mais en sens contraire, de la quantité 
^bddh. Par suite, la variation totale des moments de transport sera 

Le minimum cherché correspond à la position de la fondamen- 
tale pour laquelle le déplacement infiniment petit dh n'entraîne 
aucune variation dans la somme des aires. On a, dans ce cas, 

et, puisque dh ne peut pas être nul. 

Le minimum de dépense correspond donc au cas où la somme 
des bases de reliefs est égale à la somme des bases de dépressions. 
Pour déterminer la ligne de compensation qui satisfait à cette 
condition, on trace d'abord, suivant la méthode de fausse posi- 
tion (*), plusieurs fondamentales quelconques; on calcule, pour 
chacune d'elles, la différence ±26^^26^, et Ton porte chaque 
différence sur l'horizontale qui l'a fournie, en prenant pour com- 
mune origine une verticale quelconque G1G2, et en se dirigeant 
dans l'un ou l'autre sens (G^H,, G2H2), selon que l'on a 

Le lieu des points H|, H2V ... est la courbe d'erreur dont le point 
d'intersection G avec G| G2 appartient à l'horizontale pour laquelle 
la différence entre les deux sommes de bases est nulle. Cette hori- 
zontale est donc la ligne de compensation. 

Lorsque le profil de distribution ne présente aucun point de 
rupture dans la partie comprise entre deux fondamentales d'essai 
assez rapprochées, donnant lieu à des différences de bases de sens 
opposés, la courbe d'erreur se réduit à un segment de droite que 
deux points suffisent à déterminer. 

( ' ) Voir Orelli, Lelirbuch der Algehra fur Industrie und Gewerbetchuletiy sottie 
zum Seibstunterricht, Zweite AuQage. Zurich, 18721 p. 5o4-5io. 
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So6. Nous avons raisonné jusqu'ici comme si le profil de distribu- 
tion ne présentait que des chantiers complets, dans chacun desquels 
les volumes de remblai et de déblai se compensent exactement, ce 
qui aurait lieu seulement si la ligne de compensation passait par 
les points extrêmes du contour polygonal de distribution. Mais 
c'est là un cas tout particulier, et l'on voit, par exemple, que le 
profil de \dijig, 174 présente à son origine, avant sa première inter- 
section R avec la ligne de compensation, un circuit incomplet IBR, 
dans lequel une partie seulement du remblai BR peut être com- 
pensée par le déblai IB. On considère dans ce cas comme un 
chantier complet l'aire en dépression IBD, limitée à l'horizontale ID 
passant par l'origine, et il reste à se procurer par voie d'emprunt 
la contre-partie du remblai DR. Nous verrons bientôt comment 
cette opération complémentaire peut être figurée sur l'épure. 

Y. — Calcul graphique des moments de transport. 

357. Dans les parties du terrassement à exécuter qui ne com- 
portent ni emprunts ni dépôts, il suffit de calculer les aires com- 
plètes du profil de distribution pour avoir les moments de transport. 
On prend à cet effet une base de réduction sur l'horizontale de 
compensation, dont les segments sont les bases des aires consi- 
dérées, et l'on procède comme on l'a déjà fait pour passer du 
profil transformé au profil de distribution. La plus grande or- 
donnée ainsi obtenue dans chaque opération partielle donne le 
moment de transport relatif à l'aire correspondante. 

Pour les chantiers incomplets, à compenser par voie d'emprunt 
ou de dépôt, on calcule la distance du centre de gravité de l'em- 
prunt ou du dépôt au lieu d'emploi du déblai ou de provenance 
du remblai, et le produit de cette distance parle cube à emprunter 
ou à déposer est un moment de transport que l'on peut repré- 
senter par une aire additionnelle sur le profil de distribution. 

Soient, en effet, XY la projection horizontale de l'axe du tracé, 
Z le plan de la chambre d'emprunt qui doit fournir l'excédent de 
remblai DR, à la suite du chantier complet IBD, R| la projection 
sur XY de l'extrémité du tronçon DR qui est la plus voisine de 
l'emprunt. La distance moyenne de la chambre d'emprunt au 
point R sera, d'après les dimensions indiquées par la figure, 

;+6-4-V + i4 = 33. 
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On porle cette distance sur la ligne de compensation, deR en S. 
et l'on construit le rectangle RSTU, qui représente la première 
partie du moment de transport relatif à l'emprunt, car RU et UT 
représentent respectivement le volume à emprunter et la distance 
que ce volume doit parcourir pour arriver en R. Le triangle RDU 
représente pareillement le moment de transport du volume RU, 
distribué, à partir du point R, sur le tronçon DU. Le moment total 
relatif à l'emprunt est donc représenté par l'aire DRSTD, que l'on 
peut calculer graphiquement, comme toutes les aires du profil de 
distribution. On procéderait de la même manière s'il s'agissait d'un 
dépôt. 

Pour avoir l'échelle des ordonnées spéciales aux moments de 
transport, il faut tenir compte de toutes les réductions déjà 
faites (2o2), de la dernière base de réduction adoptée 62 = 3, et 
du rapport de un à vingt entre les échelles du dessin, rapport dont 
on a fait deux applications successives. On a alors, en considé- 
rant que les volumes sont représentés par les hauteurs des aires, 

2 X 4 X 20 X 3 = 9600, 

d'où il suit qu'à chaque centimètre mesuré sur une ordonnée des 
moments de transport correspond un moment égal à 9600. 

YI. — Distances moyennes. 

238. On connaît l'ordonnée des moments et celle des volumes 
pour chaque chantier. II ne reste plus qu'à diviser la première par 
la seconde, en tenant compte des échelles, pour avoir la distance 
moyenne correspondante. 

On obtient la distance moyenne générale de tous les chantiers 
réunis en faisant/ sans distinction de signes, d'une part la somme 
de tous les moments, d'autre part la somme de tous les volumes, et 
en divisant la première somme' par la seconde. 

Aux distances horizontales ainsi déterminées on applique, s'il 
V a lieu, les correctifs indiqués par l'expérience pour tenir compte 
des rampes. 
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I. — Constraction directe du profil de distribution. 

239. Un artifice de construction, proposé par M. Ap)>oloni {*), permet 
de construire le profil de disiribution sans passer par le profil transformé. 

On réduit (250) les aires des profils en travers à une base b. On ob- 
tient ainsi [Jîg' 175) lesordonnées/1,/,,/3, . . ., /è, ... qui représentent 



Fig. 17S. 
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ces aires. On prend ensuite la ligne fondamentale, XX', du profil de distribu- 
tion [fig- 176) et l'on trace, comme dans la méthode ordinaire, les verti- 
cales indéfinies sur lesquelles doivent se trouver les sommets de ce profil. Ces 
verticales correspondent, les unes i, a, 3, . . . , aux profils en travers y,,/,, 
/,, . . . , les autres a, 6, c, . . . , aux points de pass^ige du remblai au déblai 
ou vice versa (*). On prend enfin sur XX', ou sur une parallèle h cette 
fondamentale, un segment de droite PO, égal au double de la nouvelle base b^ 
qu'on a choisie (252) pour la réduction des volumes en ordonnées du profil 
de distribution. A l'extrémité O de PO on élève la perpendiculaire YY'. 



( ' ) F. Appolo!(i, Metodo pratico per cos traire il profila di distribuzione nel calcolo 
grafico dei movimenti di terra, Padova, avril 1884. 

(') Le point de passage a, situé entre deux profils consécutifs, /| et 5, esta Tinter- 
section de la fondamentale et de la droite qui joint les extrémités des ordonnées /,, j^. 
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L'épnre étant ainsi préparée, on porte sur YY\ à partir du point O» 
pris comme origine commune, et en tenant compte des signes, des lon- 
gueurs égales aux segments /|, /„ yâ» /•> • • • -» ^^^ représentent les profils 
en travers de rang impair. On fait figurer à leur rang, dans cette suite, 
non*seulement les profils en travers réels, mais aussi les profils fictifs et 

Fi(j. 176. 




d'aire nulle (/^= o) qui correspondent aux points de passage. On obtient 
de la sorte une première ponctuelle 

I, 3, ^, 6, . . ., (f/) 

dont on a soin de poiter la graduation à gauche de YY'. On prend ensuite 
au compas les segments f^, /k$ /$, • • • • représentant des profils de rang 
pair et Ton cfTectue sur YY' Taddiiion algébrique de chacun d*eux avec le 
segment du profil impair précédent, puis avec le segment du profil impair 
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suivant. On obtient ainsi, à droite de YY', une seconde ponctuelle dont 
chaque point de division est à une distance du point O égale à la somme des 
segments qui représentent deux aires transversales consécutives. On ins- 
crit en regard de chacun de ces points le plus petit des deux indices par* 
ticuliers aux deux segments qui le déterminent. C'est ainsi, par exemple, 
que le point obtenu par Taddition de/, et de /, porte Tindice 2. (Dans 
Y espèce f/i est nul comme/,.) 
La nouvelle ponctuelle 

I, 2, 3, 4, «» 5, 6, . . ., [u') 

étant ainsi tracée, on lu projette du centre P. On a ainsi un faisceau dont 
les rayons sont respectivement parallèles aux côtés de la ligne polygonale 
qui doit constituer le profil de distribution. On construit ce profil en me- 
nant par le point d'origine i , correspondant à lu première section trans- 
versale, la parallèle i K à P i, jusqu'à la verticale de la deuxième section, 
puis, à partir du point K, la parallèle KL à P2, jusqu'à la verticale de la 
troisième section et ainsi de suite. 

Lu ligne polygonule ainsi tracée est bien le profil de distribution, car 
elle satisfait h la propriété fondamentale de ce profil, à savoir : que la dif- 
férence entre deux ordonnées consécutives quelconques représente le vo- ' 
lume de terre à mettre en mouvement dans la partie du tracé comprise 
entre les profils en travers auxquels ces ordonnées correspondent. En effet, 
si par le sommet L d'une ordonnée quelconque on mène LM parallèle à XX', 
on a, par la similitude des triungles, LMN, PO 3, 

LM . O 3 = PO . M N r:- 2 6, . MN 

ou 

03 
(i) LM. — :z^^i.MN. 

03 
Mais LM est la distance entre les profils 3 et 4» — est la demi-somme des 

•2 

segments qui représentent les aires de ces profils, réduites à la base b. Le 
premier membre de (i) représente donc le volume compris entre les profils 
3 et 4i réduit à la base b, et le segment MN, diflërencc des ordonnées rela- 
tives à ces profils, représente le même volume réduit aux bases 6 et ^f. 
C'est ce qu'il fallait démontrer. 

IL — Emprunts et dépôts en élargissement. 

260. On a supposé [257] que les chambres d'emprunt ou les lieux de 
dépôts étaient placés à une distance de Taxe trop grande pour être né- 
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gligée. Il arrÎTe souvent, sur les lignes de chemins de fer exécutées d'abord 
pour une seule voie , que les emprunts et les dép6ts sont faits en élargis- 
sement des tranchées et des remblais, de manière à constituer d'avance une 
partie de l'assiette de la seconde voie. On peut, dans ce cas, réduire à la 
hase b (250) les profils en travers ainsi élargis et représenter par une seule 
ordonnée/* l'aire totale, comprenant le profil-type et l'élargissement. Mais, 
d'une part, cette disposition implique le choix préalable des lieux d'emprunt 
ou de dépôt; elle exclut, par conséquent, la possibilité d'être guidé dans ce 
choix par l'examen du profil de distribution. D'autre part, les profils en 
travers de la ligne proprement dite sont souvent réduits à des types uni- 
formes dont on effectue la quadrature au moyen de tableaux graphiques 
spéciaux, sans tenir compte des élargissements. Il peut donc arriver qu'on 
ait à faire intervenir séparément, dans l'épure^ des emprunts ou des dépots 
pour lesquels les transports suivant l'axe de la ligne sont seuls h considérer. 
Considérons (yf^. 177] une partie de profil de distribution, MQ, dans 

Fig. 177. 




laquelle la compensation est exactement établie de M en N et de P en Q. 
On se propose de compenser le remblai NP, compris entre les fondamen- 
tales partielles MN, PQ, au moyen d'un emprunt par élargissement de 
tranchée, à pratiquer entre les points A et B. La perpendiculuirc, élevée au 
point A sur MN rencontre l'horizontale PQ au point Ai. Considérons celte 
horizontale comme ligne fondamentale de l'emprunt, et traçons, à partir 
du point Al, les ordonnées négatives, telles que 00', dont chacune repré- 
sente le volume total de déblai à extraire de la chambre d'emprunt, depuis 
l'origine Ai jusqu'au profil en travers O. La ligne brisée AiB, qui joint les 
extrémités de ces ordonnées, se termine en B, sur la droite MN, car le vo- 
lume du déblai AiB, comme celui du remblai NP, est représenté par la 
distance AAi entre les deux fondamentales. L'aire Ai BNP est la mesure du 
moment de transport de l'empinint AB employé en NP (25^]. On opère sur 
cette aire comme sur toutes celles des chantiers complets de la voie pro- 
prement dite. 
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Si Temprunt devait être fait à droite de NP, entre les points G et D, la 
mesure du moment de transport serait donnée par l'aire PïPCDi. 

On peut encore supposer que le remblai NP doit être fourni par deux 
chambres d'emprunt situées, l'une à gauche de NP, entre les points I et B, 
Tautre à droite, entre les points G et L. La somme Ii I + LL^ des volumes 
des deux emprunts devant toujours être égale au volume A Aj ,les points I], Li 
sont sur une même horizontale, dont le point K d'intersection avec le con • 
tour polygonal marque la séparation des remblais des deux provenances. 
On opère sur la troisième fondamentale IjLi comme on Ta déjà fait sur 
les précédentes et les moments de transport des emprunts IB, GL, sont 
respectivement représentés par les aires IiBNK, KL|GP. 

Les mêmes rabonnements s'appliquent évidemment aux dépôts (^ ). 

IIL — Distinction des divers modes de transport. 

261. On a raisonné, dans le Chapitre précédent, comme si toutes les 
parties du terrassement étaient transportées de la même manière, à l'exoe))- 
tion des déblais déplacés transversalement à la pelle. Mais on est conduit, 
dans la pratique, à distinguer, selon les conditions locales et selon les dis- 
tances, divers modes de transport pour chacun desquels une formule spé- 
ciale de payement est inscrite à la série des prix. 

Le plus élémentaire des instruments de transport est la brouette ; on 
l'applique aux petites distances. Pour les transports plus longs, on emploie 
ordinairement le tombereau, puis le wagonnet à traction de chevaux, puis 
le wagon à traction de locomotives [^]. 

Si nous désignons par d la distance que le véhicule doit parcourir, par 
p, ^,, /7„ Pi, respectivement, les prix de transport de l'unité de volume à 
Tunité de distance dans les cas de la brouette, du tombereau, du wagonnet 
et du wagon, par Cj, C|, c,, les éléments de prix destinés à rémunérer, dans 
les trois derniers cas, la partie des frais de transport par unité de volume 
qui est indépendante de la distance parcourue, nous aurons comme expres- 



( ' ) Voir Stroul, loc. cit., p. 162 et suiv. 

(') L*a(ioption de ces derniers modes ne dépend pas seulement delà distance -à 
parcourir, mais aussi du volume à transporter, ils nécessitent, en effet, une première 
dépense de matériel et d'installation dont chaque unité cubique serait grevée dans 
une trop grande mesure si le volume total était trop petit. Quelles que soient 
d'ailleurs les multiples raisons de convenance locale et d'opportunité qui détermi- 
nent, dans chaque cas, le choix entre les divers modes de transport, les règlements de 
comptes sont faits comme si l'entrepreneur avait adopté réellement, pour chaque 
masse partielle, le mode qui parait être le plus économique, d'après les formules du 
march<^. 
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sion des prix de transporta la distance d, dans les quatre systèmes considérés . 

( I ) Brouette V ~-pd 

( 2 ) Tombereau ^^ :^p^d -^ c^ 

( 3 ) Wagonnet ( chevaux ) P, '— Pfd '^- c, 

(4) Wagon (vapeur)... ^z-^ p^d ~\-c^ 

Ces relations linéaires sont représentées ,(A^- 178] P^r les quatre 

Fig. 178. 




droites OA, BC, DE, FG, dont la première passe par Torigine. 

L'application de chaque véhicule est théoriquement limitée à la distance 
pour laquelle la formule correspondante et celle du véhicule suivant 
conduisent à la même dépense de transport par unité de volume. On a 
donc les distances limites supérieures de la brouette, du tombereau et du 
wagonnet en exprimant successivement l'égalité des seconds termes des 
relations [») et (2), (2) et (3), (3) et (4). On a ainsi: 



pd = p^d -h c^y d'où d z= 
p^d -\- ei=zp^d -^c^, d'où r/ = 
Pid -^ Ci =z p^d -^ c^, d'où d=z 






c. — c 



1 



Pl—Pt 
Pi ^Pi 
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Ces distances limites sont données respectivement, sur la/*^. 178, par les 
abscisses des points M, N, P, en chacun desquels la droite d*un véhicule 
rencontre celle du véhicule suivant. Les parties utiles des quatre droites 
se réduisent à la ligne polygonale OMNPG. 

262. Le procédé graphique précédemment exposé permet de tenir 
compte des divers prix de transport, dans la détermination de la ligne de 
compensation et dans le calcul du mouvement des terres On divise, à cet 
effet, chaque aire de chantier complet en deux ou plusieurs aires partielles, 
correspondant respectivement aux volume^i que leurs distances font classer 
comme transportables par des véhicules différents. La limite d'application 
des formules de la brouette et du tombereau étant donnée [Jlg. 1^8) par 

Fabscisse OMi= — ' — ? on mène ifig. inn] k travers chacune des aires 

P — Pi 

en relief et en dépression la sécante horizontale dont la longueur interceptée 
RS = OM. La mesure du moment de transport à la brouette, dans le chantier 
UTN, est alors donnée par Taire RTS comprise entre la droite RS et le som- 
met T du point de passage. Si la base UN du même chantier est inférieure 
ou tout au plus égale à la limite d'application du tombereau et du wagonnet, 

c'est-à-dire [Jig. 178) à l'abscisse ON, = ^2^~1, l'aire URSN donne la 

Pi '— Pi 

mesure du moment de transport relatif au tombereau. Si, au contraire, UN 
est plus grand que ON,, l'aire URSN doit être divisée en deux parties par 
une nouvelle sécante horizontale RtS, = ONi. Le cube tolal TF est alors 
divisé en trois cubes partiels, TE, EEj, E^F, transportés respectivement à 
la brouette, au tombereau et au wagonnet. 

263. Supposons que ces trois derniers modes de transport soient seuls à 
considérer. Désignons par 2 bj. la somme des bases de chantiers complets 
en reliefs, mesurées sur la fondamentale du profil de distribution, dont les 
longueurs sont plus petites que OM, ou tout au plus égales à OMi, distance 
limite de la brouette; par ib^ la somme des bases de chantiers complets 
en dépression répondant à la même condition ; par It,. etl t^ les sommes 
de bases de chantiers complets, en reliefs et en dépressions, dont les lon- 
gueurs sont comprises entre OM, et ON,, distance limite du tombereau; 
par 2 w^ et Z w^ les sommes de bases dont les longueurs sont plus grandes 
que ON,. (Il est bien entendu que chacune de ces sommes comprend non- 
seulement les bases du profil de distribution relatives à la ligne proprement 
dite, mais aussi les bases des aires supplémentaires d'emprunts et de dé- 
pôts. } Soient, d'autre part, r^, r^, 0*^, fv^ les nombres de base de chantiers 
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en relief ou en dépression qui entrent respectivement dans les sommes I /^^ 
Zifi, l(Vf.f 2»v> relatives aux véhicules dont les formules contiennent les 
constantes C), r,. 

Si Ton déplace la fondamentale, parallèlement à elle-même, d'une quan> 
tité inGniment petite dit, la variation de dépense, positive ou négative, qui 
en résultera, sera égale au produit de dh par 

Le minimum de la dépense de transport correspond à la position de la 
fondamentiile par laquelle le déplacement infiniment petit d/i ne détermine 
aucune variation, c*est-ù-dire à la position pour laquelle Texpression [i] est 
égale à zéro. 

On calcule aisément, à Taide de mesures prises sur le profil même, les 
valeurs de cette expression correspondant à plusieurs fondamentales suc- 
cessives. On construit ensuite, par un procédé analogue à celui du n® 255, 
la courbe d'erreur qui détermine la position de Thorizontale de com|>ensa- 
tion. 

Si les emprunts ou les dépôts doivent donner lieu à des frais supplé- 
mentaires spéciaux, on ajoute à Texpression (i], ou Ton en retranche, les 
termes q% Çif qui représentent respectivement le quantum de ces frais par 
unité de volume empruntée ou déposée. Le déplacement de la fondamentale 
d'une quantité d/i conduit en effet à augmenter on à diminuer de dh [q -^ ^,^ 
la dépense spéciale relative aux emprunts et aux dépôts. 
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CHAPITRE XII. 

PLAHIMÊTBE POLAIBE (^} 



CuLMAiiii, Dte graphische Statik, Zurich, 1875, n«* 26, 27. — Peaccellier, Note sur 
l'emploi du planimètre polaire de M, Amsler^ dans le dessin de la fortification, 
(Mémorial de l'officier du Génie, n" 22, Pari», iS^^t p» 134-187.) — Hirn, Théorie 
analytique élémentaire du planimètre Amsler, Paris, 1876. — Laisamt, Note sur le 
planimètre polaire de M. Anuler, Bordeaux, 1876. — Wilhelm Tinter, fin Beitrag 
zur Leistungsfàhigkeit der in der Praxis hauptsàchlich verwendeten Planimeter, 
{Zeitschrift des œsterreichischen Ingénieur- und Architehten-Vereins, XXIX. Jahr- 
gang, 1877, p. 154-166, 175-192.) 



I. — Théorie du planimètre polaire. 
263. Un disque D {fig* '79)? mince et plat, à bords arrondis, 

FIg. 179. 



:m 



• ,' 



r I 



D 




jt: 







13: ■ 
A, 



monté sur le milieu d^un axe ou essieu métallique AA|, est assu- 



(*) Galiléb, n'ayant pu déterminer géométriquement l'aire de la cycloîde, eut re- 
cours pour l'obtenir à l'expédient de la pesée. Cette première application de plani- 
métrie mécanique, tombée pour longtemps en oubli, fut reprise, en 171 4* P>r J.-J. 
Marinomi, qui la présenta comme sienne dans un Yolumineux Mémoire intitulé : De re 
ichnometrica 'veteri ac nova. Recensentur expérimenta per utramque habita, Accedunt 
modi areas fundorum sine calculo investiga/idi, Opus posthumum ; Vienne Austrise, 
MDCCLXXV. Les aires, découpées dans des plaques métalliques laminées, étaient 

23 
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jelti à rouler sur un plan auquel Tessieu reste toujours parallèle. 
Si le mouvement a lieu dans la direction OM, perpendiculaire à 



pesées à une balance quir Mabinoni appelait Ubra plant metrica. Mais le procède 
n*eat pas une meilleure fortuno sous cette noUTelle dénomination, et la planimé- 
trie mécanique prit une autre direction, grâce au réseau à calculer d'HocREFE. Cet 
instrument consiste en un châssis, aux montants duquel sont fixés deux coursi de 
fils équiUistants qui forment un quadrillé rectangulaire. L'intervalle entre deux fils 
consécutifs représentant à l'échelle l'unité linéaire, chaque compartiment élémen-> 
taire du réseau est un carré qui correspond à l'unité superficielle. Si l'on superpose 
le réseau ainsi construit à une figure plane quelconque, on voit immédiatement 
combien de carrés élémentaires sont compris, en tout ou en partie, dans les limites 
do cette fip.ure, et l'on en déduit la mesure approximative de sa surface. II est diffi- 
cile de préciser l'époque à laquelle cet instrument a été imaginé. On en trouve la 
première mention dans VOuYraQe deBhnu'.JnleùungzHrMesskunst au fdemFelde, 1808. 
On a proposé, au même moment, une plaque rectangulaire transparente sur laquelle 
étaient marquées, parallèlement aux directions des bords, deux séries de droite dont 
l'équidistance, égale à l'unité linéaire de l'échelle adoptée, était le côté d'un compar- 
timent élémentaire carré, qui représentait l'unité de surface. Il faut rattacher à ce prin- 
cipe commun du réseau et de la plaque l'instrument beaucoup plus perfectionné qui 
valut, en 1824» à son auteur Gaetano Gairo, une médaille d'or de l'Institut lombard. 

C'est vers la fin de la mémo année 182^ que fut construit, sur un principe nouveau, 
un appareil qui devait supplanter tous les précédents, parce qu'il pouvait satisfaire 
aux exigences les plus minutieuses. Nous voulons parler du planim^tre de Tito 
60NNELLA. Après avoir donné lieu au rapport très favorable d'une Commission 
spéciale, il fit le sujet d'un Mémoire publié sous ce titre : Teoria e descrizione 
d'una macchinu colla quale si quadrano le superficie piane ( Planimetro GoïiNELLA ) dans 
Vj4neologia, avril, mai et juin r825, t. XVIII, Florence, imp. Pezzati. Cette date de 
1825 assure la priorité à Gonnella sur tous les inventeurs d'instruments analogues, et, 
en particulier, sur Ernst et Oppikofer, h qui l'on avait longtemps attribué l'idée 
première du planimètre. Les droits de Gonnella ont été d'ailleurs amplement re- 
connus, non seulement en Italie, mais aussi en France. (Voir Rapport fait à la Com" 
mission française du jury international de V Exposition universelle de Londres j sur les 
instruments de Mathématique et de Physique, etc., par M. MATniEU. Paris, imprimerie 
impériale, i855.} Toutefois, ainsi qu'il arrive souvent pour les inventions qui répon- 
dent à un besoin véritable, l'idée d'un appareil sommateur avait pris naissance, 
presque au même moment, sous diverses formes et en différents pays. En 1839, 
CoRioLis construisait un dynamomètre à compteur, dont la roulette portait sur un 
cône fonctionnant à la manière d'une suite d'engrenages à variation continue. Cet 
appareil donnait la somme des produits des efl'orts élémentaires par les périodes de 
temps durant lesquelles ces efforts étaient respectivement développés. [Bulletin de 
la Société d* Encouragement,^ 1^29, p. 477*) Poncelet arrivait au même résultat avec 
sa machine à intégrer; le compteur se mouvait sur un disque tournant qui n'était 
qu'un cas particulier du cône de CoaiOLis. L'illustre géomètre avait ainsi retrouvé, 
sans le savoir, la solution déjà donnée par Gonnella. Un peu plus tard, M. Lalarnb, 
qui avait déjà imaginé une balance arithmétique, proposait son arithmoplanimètre 
bien connu. {Mémoire sur V arithmoplanimètre, machine arithmétique et géomé- 
trique, etc., par Léon Lalanne, Paris, 1840.) 

Il serait hors de propos d'énumérer ici toute la suite des inventions plus récentea 
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la position primitive de Taxe, le disque roule sans glissement, et 
la dislance OM, parcourue en ligne droite, est égale au produit de 
la circonférence du disque par le nombre de tours qu'il effectue. 
Si, au contraire, Taxe est déplacé suivant sa propre direction OP, 
le disque suit ce mouvement, mais il glisse sans rouler. Eniin, si 
Ton fait avancer Taxe parallèlement à lui-même, dans une direc- 
tion oblique 00|, comprise entre les deux directions rectangu- 
laires précédemment considérées, le disque roule et glisse simul- 
tanément et tout se passe comme s'il avait glissé de O en P et 
roulé de P en 0|. Le produit de la circonférence du disque parle 
nombre de tours effectués est donc égal à P0| =/. L'aire A A| Ci C, 
décrite par l'axe, a, dès lors, pour expression 

Fiç. i8o. 
AAi.POi = AAj.aTrp/i =r AAj.OOiSina, c 

■ ••' .<• "' Ê 

P étant le rayon du disque, n le nombre entier ou - 
fractionnaire de tours effectués pendant le dépla- 
cement de OOi. 

264. Supposons maintenant que l'axe n'est plus 
assujetti à se déplacer parallèlement à lui-même et 
soient AA|, BB| (Jig' 180) deux de ses posi- 
tions infiniment voisines. On peut admettre qu'il 
est passé de l'une à l'autre en se déplaçant d'abord parallèlement 



du même ordre. Noua ajouterons cependant que le planimhtre orthogonal de Go!<i- 
NELLA, et les nombreux appareils qui se rattachent à ce type doivent être considérés 
comme supplantés désormais, au moins en ce qui touche les applications courantes, 
par \es pianimèires polaires f dont la première disposition a été donnée par le profes- 
seur Jacob Amslbr Laffoii, de Schaffouse. ( Uebtr die mechanische Bestimmung des 
Flàcheninhaltes, etc., von Jarob Amsler, SchaOausen, A. Beck und Sohn, i856.) Cet 
instrument, dont le général russe J. Strelbitsky a récemment fait une application 
remarquable {^Superjicie d'Europe établie par J. Strelbitsky, Saint-Pétersbourg, imp. 
Frcnke et Fusnot, 1882), a été Tobjet de nombreux perfectionnements, dont quelques- 
uns sont dus à l'inventeur lui-môme. Nous nous bornerons à signaler les doux 
nouveaux types qu'ÀMCLER a envoyés à l'exposition de Zurich. L'un est à disquit 
{Scheibenplanimeter)\ l'autre est disposé spécialement pour le calcul des figuros 
sphériques. Ces deux types, et un troisième plus récent, à calotte sphérique {Kiigel- 
planimeter), ont été décrits par l'inventeur dans uneNote intitulée : Neuere Planimeter" 
constructionen{Zeitschri/tJiirInstrumentenhtnde,3a\ïrf^SLnfi <88'i, Heft I, p. ii-a8.; 

Voir, pour plus de détails sur l'histoire et la bibliographie des instruments plani- 
métriques : Beitràge zur Geschichte der Planimeter, von D' Axto?(io Favabo. Wien, 
Druck und Verlag von R. V. Waldfaeim, 1873. 
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à lui-même de la quantité dl^ pour occuper la position C, C|, et en 
pivotant ensuite sur son point milieu O de la quantité angulaire 
d^. Les secteurs OBC, OBiCi étant égaux, on voit que l'aire 
AAiB|B, effectivement décrite, est égale à l'aire AAjCiC dimi- 
nuée de la somme des aires des triangles mixtilignes ABC, A| Bi C| . 
Mais toutes les dimensions de ces triangles sont infiniment pe- 
titcs, comme dl et d^. Leurs aires sont donc des quantités infini- 
ment petites d'un ordre supérieur au premier, c'est-à-dire des 
quantités négligeables par rapport à l'aire du parallélogramme 
AA|Ci C, qui est le produit de ^/ par la quantité finie AA|. Donc, 
l'aire du quadrangle A A| B| B est égale àAA|.^/. 

De même, pour un déplacement fini, décomposable (Jig^ ^79) 
en une première translation sans roulement, OP, en une se- 
conde translation POi = /, accusée par le roulement du disque, 
et en une rotation <p, durant laquelle le disque pivote sur l'un de 
ses points, sans rouler ni glisser, l'aire décrite AAjBjB est égale 
au produit de la longueur de la tige par la distance l=2Tzpn. 



Fig. i8i. 



265. Nous avons supposé jusqu'ici que le disque était fixé 

exactement au milieu de l'axe. Si on le déplace 
(Jig- i8i) de la quantité c, vers l'extrémité B pour 
'B laquelle la rotation d^ s'effectue dans le sens po- 
sitif et détermine une rotation positive du disque, 
on aura le chemin total dl parcouru par le disque 
en ajoutant à la distance comprise entre les pa- 
rallèles AAj, CC| l'arc cd^ décrit par le disque 
pendant que l'axe passe de la position CC| à la po- 
sition BB| . Ce chemin total, accusé par le nombre 
de tours que le disque aura effectués, étant supé- 
rieur de c d^ (264) à la distance qui doit entrer 
comme facteur dans le calcul de l'aire A Ai B| B, on a, comme ex- 
pression de cette aire différentielle, 

dS = AAi[dl — cd^], 

soit, pour un déplacement fini et en désignant par a la longueur 
de l'axe, 

Si la rotation de l'axe, pour passer de CC| en BB| , avait lieu dans 
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le sens négatif, ou si, la rotation de l'axe ayant lieu dans le sens 
positif, le disque était fixé à la distance c du milieu, mais vers 
l'extrémité Bi, le chemin c^ devrait être ajouté et Ton aurait 

Dans ces formules, / représente toujours le chemin total me- 
suré par la rotation du disque et <|/ l'angle formé par les deux po- 
sitions extrêmes de Taxe. 



266. Nous avons admis jusqu'ici que l'axe AA| passait par le 
centre du disque. Mais cette condition n'est pas nécessaire et les 
résultats donnés par l'instrument ne seront pas modifiés si le 
disque est monté sûr un autre axe, pourvu que les deux axes 
soient parallèles et invariablement liés l'un à l'autre. 

Considérons, en effel, un disque D {Jig» 182) assujetti à se 



Fiç. 182. 



•4 




r 



*0 



mouvoir sur une circonférence de rayon OD = r, de telle sorte 
que la projection normale de l'axe AÂ{ sur le plan de roulement 
passe toujours par le centre O. 

Supposons qu'un second disque M, situé dans le même plan 
que D, soit monté sur un axe BB4 rattaché à AAf par un châssis 
rigide. Si l'on fait pivoler le système autour du centre O d'une 
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(juantité angulaire ^, les disques D et M décrivent respeclivemenl 
les chemins DD' et MM'. L'axe AA| étant constamment perpendi- 
culaire à la direction du mouvement, le nombre de tours effectués 
par le disque D accusera le chemin effectivement décrit DD' = ro. 
L'axe BB| faisant constamment avec la direction du mouvement, 
c'est-à-dire avec la tangente MN, un angle a = OMD, on sait 
(263) que le nombre de tours effectués par le disque M n'accusera 
plus, dans ce cas, le chemin effectivement décrit MM', mais seu- 
lement le chemin MM' sina. Or 

MM' = -^ ; 
sma 

donc 

WM'sina=ry = DD'; 

d'où il suit que les disques D et M donneront exactement les 
mêmes indications. 

Le raisonnement que nous avons fait dans le cas d'un déplace- 
ment circulaire s'étend aux cas de déplacement suivant des courbes 
quelconques, car on peut toujours considérer un arc de courbe 
infiniment petit comme un arc de cercle. 

267. Le disque peut tourner dans les deux sens. Si l'axe AA|, 
après avoir décrit une aire, la décrit de nouveau d'un mouve- 
ment rétrograde, le disque effectue dans un certain sens, pendant 
ce second mouvement, autant de tours qu'il en avait effectué en 
sens opposé pendant le premier; en sorte que l'aire, ainsi parcou- 
rue deux fois, est sans influence sur le chemin accusé par la rota- 
tion du disque. Si l'axe parcourt une aire S, m fois dans un sens 
et n fois dans le sens opposé, le disque effectue m fois dans un 
sens et n fois dans l'autre le nombre de tours nécessaire pour dé- 
crire une seule fois l'aire considérée, et l'on a 



S = 



m — n 



Il est donc indispensable de connaître le sens dans lequel le 
disque tourne pendant que l'axe se déplace. La figure ne gardant 
aucune trace de ce déplacement, le sens de rotation du disque ne 
peut se déduire que du sens dans lequel le périmètre de l'aire est 
parcouru par les extrémités de l'axe. Cette indication sera d'ail- 
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leurs suffisante si Ton tient compte des règles précédemment don- 
nées (Chap. IV, § I") sur la relation à établir entre le signe 
d^une aire et le sens dans lequel son périmètre est parcouru. 
Soit, par exemple, ABCD (^ig^. i83) Télément superficiel que 

Fig. i83. 








B 

décrit Taxe du disque quand il passe de la position AD à la posi- 
tion infiniinent voisine BG. Cet élément peut être considéré 
comme égal à la difierence des deux triangles OAB, ODC qui ont 
leur sommet commun O à Tintersection des deux positions consi- 
dérées. On devra donc, pour établir une relation entre le signe de 
Taire et le sens dans lequel les arcs AB et DC sont parcourus, af- 
fecter à ces arcs des signes contraires, c*est-à-dire placer des flèches 
de sens opposés sur les chemins AB, DG, respectivement décrits 
par les extrémités A, D de Taxe. Il suffit alors de prolonger ces 
flèches sur les segments qui marquent les positions extrêmes de 
Taxe pour reconnaître que, conformément aux conventions sur 
les signes rappelées plus haut, le périmètre d'un élément superficiel 
positif ABGD est parcouru dans un certain sens et le périmètre 
d'un élément négatif OGD, dans le sens contraire. 

La même relation se vérifie évidemment lorsque le point O est 
sur Taxe même ^fig* i84). L'aire de la 
figure décrite est alors augmentée de l'élé- '^* '^ •' 

ment positif OAB et diminuée de Télé- 
ment négatif OGD. 

La règle, établie par une aire infini- 
ment petite, ne change pas lorsque, par 
suite d'un nouveau déplacement infini- 
ment petit de l'axe, un nouvel élément 
superficiel vient s'ajouter au précédent. 
D'où il suit que les aires finies, aussi bien que leurs éléments, 
doivent être considérées comme décrites dans le sens positif ou 
dans le sens négatif, c'est-à-dire comme positives ou négatives, 
selon que les flèches marquées sur leurs périmètres sont dirigées 
dans Tun ou l'autre sens. 
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Nous compléterons ces explications par quelques exemples. 
268. Dans le circuit entrelacé de X^fig, i85, les deux aires par* 

Fig. i85. 




tielles, de signes contraires, délimitées par des contours de sens 
opposés, sont effectivement parcourues en sens opposés, ainsi 
qu'on le voit par les flèches indicatrices des directions suivant les- 
quelles le disque se déplace. 

Dans la fig, 1 86, les aires marquées -+-1 et — i sont décrites 

Fig. 186. 




en sens inverses et les aires marquées o sont décrites une fois dans 
chaque sens ; en sorte qu'elles sont sans influence sur la somme 
algébrique des chemins, accusée par la rotation tantôt positive, 
tantôt négative du disque. Cette somme est donc proportionnelle 
à la différence des aires -\-\ et — i. 

Les positions extrêmes de Taxe et les chemins parcourus d'un 
mouvement continu par ses extrémités forment une figure fermée 
dont le circuit, s'il est entrelacé, peut toujours être décomposé 
en plusieurs circuits simples. Chacun de ces circuits simples, 
décrit dans un seul et même sens, délimite une aire partielle 
qui est affectée, dans toute son étendue, d'un seul et même signe 
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(80). On voit un exemple de cette décomposîlîon dans \difig, 187, 
qui reproduit exactement la fig. 186, avec cette seule différence 



FiR. 187. 




qu'on a détaché et arrondi les sommets d'angles formés par les 
entrecroisements du circuit. 



269. Si, dans un circuit entrelacé, tel que celui de la^^. 188, 

Fig. 188. 




on arrondit les sommets d'angles des nœuds, de façon à isoler les 
circuits simples partiels {fig^ 189), on vérifie que tout circuit 

Fig. 189. 




simple, décrit n fois, est entièrement compris dans un autre circuit 
simple décrit n — i fois (85). On voit aussi que les aires délimi* 
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tées par des circuits simples de signes contraires sont complète- 
ment séparées. Dans les figures considérées, le chemin décrit par 
le disque est proportionnel à Taire exprimée par la formule 

I . {-hI)■^-2.(-^-2)-h3.(-^3; — I. ( — i), 

dans laquelle les notations (-f-i), ( — 0' • * • désignent chacune 
des aires partielles, affectée de son signe. 

270. On peut, d'après ce qui précède, déterminer immédiate- 
ment le coefficient ±n d'un circuit simple, c'est-à-dire reconnaître 
le nombre de fois que ce circuit est décrit dans l'un ou l'autre 
sens. Il suffit (86) de mener, à partir d'un point pris à l'intérieur 
du circuit partiel considéré, un segment de droite dont la seconde 
extrémité soit à l'extérieur de la figure complète sur laquelle on 
opère et de compter, en observant la direction des flèches, le 
nombre des intersections positives et négatives (84) du segment 
et du circuit total de la figure. 

Dans In Jig. 189, par exemple, le segment, issu d'un point de 
l'aire marquée -f- 3 et dirigé vers la droite, donne lieu à quatre 
intersections positives et à une intersection négative; d'où il suit 
que le circuit partiel à l'intérieur duquel le segment a son origine 
doit être affecté du coefficient -f- 4 — 1=-|-3. On arriverait au 
même résultat en prolongeant le segment à gauchg de la figure 
et en vérifiant qu'il donne lieu de ce côté à trois intersections 
positives. 

Il est à peine utile d'ajouter que l'aire partielle circonscrite par 
chaquecontoursimpic intervient avec son coefficient propre dans la 
somme algébrique d'aires qui donne la superficie totale de la figure. 

"' ' ^' 271. Lorsqu'on ramène l'axe du 

planimètre à sa position initiale^ cha- 
cune de ses extrémités a décrit une 
courbe fermée et l'on peut indiffé- 
remment considérer les deux courbes 
comme des figures distinctes ou comme 
les éléments partiels d'une même fi- 
gure complète. Dans \^fig> 190, par 
exemple, on peut dire à volonté que le chemin accusé par le rou- 
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lemcnt du disque est proportionnel à la difTi^rence des aires 
(-f-l)et{ — i) oit à la dilTérence des aires circonscrites respecti- 
vemenl par la courbe en forme de cœur el par le cercle. 



II. — Application da planimètre i la mesure des aires. 

272. Dans le planimètre pratique, tel qu'Amsler l'a disposé, 
l'axe BA ^(i (^^. 191) est muni à son extrémité A d'une pointe 




traçante que l'on assujettit à décrire le périmètre des figures. 
L'extrémité B est assemblée à charnière avec une tige OB = r, 
mobile autour du point O qu'une seconde pointe permet de fixer 
sur le plan dans une position quelconque. Le disque est monté 
sur le prolongement de la tige AB, à la distance c du milieu de 
AB. Il transmet ses mouvements à un compteur sur lequel on peut 
lire à chaque instant la difi'i'Tence, positive ou négative, entre le 
nombre de rotations eirectuées dans chacun des deux sens. Le 
point O étant fixe, l'extrémité B de l'axe se déplacera sur une cir- 
conférence de rayon ;■ pendant que l'extrémité A décrira le péri- 
mètre de l'aire à calculer et la différence des aires (-(-i)et(— i) 
sera (263) 

S = «(/-(-c^.), 

car c est ici négatif. 

Si, après avoir fait parcourir à 
l'extrémité A le contour entier de 
l'aire F à mesurer {fig. 192), on 
ramène les extrémités A el B à 
leurs positions primitives, elles auront décrit respectivement des 
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contours fermés dont Tun, celui du point B, a pour coeflicient o, 
puisque B a parcouru deux fois et en sens opposés un arc circu- 
laire de rayon r. L^angle (|^, décrit par l'axe, est d^ailleurs lui- 
même égal à zéro; d'où il suit que l'aire décrite par la pointe A est 
égale à aL 

Le planimètrc est, sous cette forme, un instrument propre à 
réduire les aires à une base constante a. 



273. Nous avons supposé que le centre fixe O restait extérieur 
à la figure F. S'il était intérieur {fig* 190), on aurait (|^ = atr. Par 
suite, A désignant toujours l'aire totale dont l'extrémité A décrit 

le contour, Taire décrite par l'axe serait 



Fig. 193. 



O.-' 



Acf. , 



L _..C 




d'où 



A — irr'=fl(/-4- 2C7r), 
K z= al -\- n [j^ -\- aar). 



Supposons l'axe AB dans une posi- 
tion telle que la droite OC, passant par 
le centre fixe O et par le centre du dis- 
que, soit perpendiculaire à AB(/?^. 193). 



Si nous désignons alors la distance OA par /*«, nous aurons 



et 

d'où 
donc 



r\ = AC' -4- OC* 



OC* = Oli" — Bc'i 



A = fii -^ TtrJ. 



Si l'on décrivait avec la pointe A un cercle de rayon r<, il est 
évident que le disque ne tournerait pas. On aurait, dans ce cas, 



/= o et A = 7r/*J. 



274. Le planimètre polaire permet d'atteindre, dans la mesure 
des aires planes, une approximation qui excède presque toujours 
celle dont on a besoin dans la pratique. Un opérateur habile à 
manier cet instrument dépasse, dans la détermination des aires 
à contours irréguHers, le degré d'exactitude auquel conduisent la 
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plupart des formules proposées jusqu'ici pour la quadrature des 
surfaces (*). 

275. On peut, par une seule opération du planimèlre, ajouter 
entre elles deux ou plusieurs aires. S^il s'agit, par exemple, d'a- 
voir la somme des aires S et S' {fig» 194)? ^^ réunit par une ligne 
auxiliaire MN deux points quelconques de leurs contours, et Ton 
suit le parcours MOPMNQRNM. Les rotations du disque relatives 

Fig. 19^. 




aux chemins opposés MN, NM s'annulent et l'indication finale 
sur le compteur correspond à S -f- S'. 

Si l'on décrit le périmètre de S' en sens opposé, c'est-à-dire 



(') M. le général Pbaccellibii (/oc. cit.) avait donné les résultats comparatifs sui- 
Tants pour 7 do cercle do o'",io de rayon, divisé en dix segments par des ordonnées 
parallèles : 

Aires. Erreurs. 

Méthode des cordes 771&11 0,929 

Méthode de Thomas Simpson "fit^l"^ 0, 867 

Méthode des tangentes 78,809 0,269 

Méthode du général Poncelet 78,408 o, iSy 

Méthode du général Parmenticr 78,763 0,228 

Indication moyenne du planimètre 78,665 o, ii5 

Mesure exacte 78,540 

M. le général Pabmemtier {Nouvelle Correspondance mathématique, t. Y, Bruxelles, 
1879, p. 167) a montré que deux des résultats précédents devaient être ainsi ré- 
tablis : 

Aires. Erreurs. 

Méthode Poncelet 78,221 0,319 

Méthode Parmentier 78,680 0,0)0 
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suivant NRQ, rinstruroent fournit^ non plus la somme, mais la 
différence S — S' des deux aires. 

III. — Applications diverses. 

S76. On peut supposer que, dans Tune quelconque des for- 
mules connues de quadrature, dans celle de M. le général Par- 
mentier par exemple (235), les ordonnées /lo, /i|, . . . , au lieu de 
figurer des longueurs, représentent les aires de sections faites dans 
un solide irrégulier quelconque par des plans parallèles équidi- 
stants assez rapprochés. La formule donne alors le volume du so- 
lide compris entre les sections extrêmes et deux opérations du 
planimètre suffisent pour déterminer, d'une partS/i,, d'autre part 

/'o4-/«/*+i — /«i — A«. 

L^application de ce procédé de cubature est surtout avanta- 
geuse lorsque le solide à mesurer est représenté sur un plan coté 
par des courbes de niveau équidistantes. 

277. L'expression 

peut être considérée comme représentant deux fois la somme des 
aires des triangles qui ont respectivement X\^ x^^ . . . , or^ pour 
bases et j < , y^^ . . . , jn pour hauteurs. 

Prenons sur deux axes rectangulaires, en tenant compte des 
signes, d*une part, OX|=:wC|, 0X2= JTa» •••j d'autre part, 
OY^^j'i, OY2 = ^'2î •••? complétons les triangles OX,Y,, 
0X2 Y2, ..., et décrivons, avec la pointe A du planimètre, le 
circuit OY|X|OY2 ... Y«X„0. L'aire accusée par Tinstrument 

sera éffale à - • 

" a 

278. Soient respectivement x^ et j)'i, x^ et y^^ . . ., X/t et y„ 
les coordonnées des n sommets d'un polygone plan, rapporté à 
deux axes rectangulaires. L'aire de ce polygone est 

A = J"iJt — rix,-h XjJs — 7,jr3-+- . . . -¥ Jr„7,— ^'«a:,. 

En appliquant à cette somme le procédé du numéro précédent, 
on obtiendra, par le planimètre, l'aire du polygone proposé, sans 
avoir à le construire. 
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IKIÉGRATIOÎN GRAPHIQUE ('). 

I. — Préliminaires et définitions. 

279. SI l*on poi'te en abscisses et en ordonnées^ relativement à deux 
axes que nous supposons rectangulaires, des séries de grandeurs linéaires 
respectivement proportionnelles aux couples de valeurs correspondantes 
de X et de y dans la fonction y z=if[x]^ on obtient une courbe plane c 
qui est la rei)résentation graphique de la fonction proposée (96). 

L'intégrale /i= j /[jc] dx de cette fonction est une nouvelle relation 

entre deux variables, qu'on peut représenter, en adoptmt les mêmes 
échelles de coordonnées, par une seconde courbe r^ rapportée aux mêmes 
axes. 

Le problème de Fintégrution graphique consiste à construire la courbe 
intégrale C) quand on connaît la courbe primitive c. 

La courbe intégrale obtenue par une première construction peut d'ail- 
leurs être prise à son tour comme courbe primitive d'une intégration gra- 
phique donnant pour résultat une nouvelle courbe r^, intégrale seconde de 
c; et ainsi de suite. 

f[x] dx peut toujours être considérée 
comme ex])rimant Taire du trapèze mixtiligne délimité par l'axe des ab- 



(*) Voir J. Massau, Mémoire sur Vintégration graphique et ses applicaiions y déve- 
loppement des thèses présentées au concours universitaire de 1873-1874. Extrait des 
Annales de l'Association des Ingénieurs sortis des écoles spéciales de Gand, Livres 1 
et II, Bruxelles, 1878, et Livre III, Liège, 1884. — Charles Saviotti, Note sur les 
méthodes graphiques d'intégration, dans la Revue universelle des Mines, etc., t. XIll, 
3* béri<), i883, p. 4^3* Un^ première publication de cette Note a été faite dans le 
Giornale del Genio civile, XX* année, u** 3, Rome, mars 1882, p. 172-193. 



368 CALCUL GRAPHIQUE. — APPENDICE DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE VII. 

scisses, par les ordonnées au\ distances Xo, .r^ de Forigine et par la courbe 
dont l'ordonnée, correspondant à Tabscisse variable or, est égale k/[jc]. 
En d'autres termes, l'aire engendrée par les ordonnées de la courbe pri- 
mitive e est donnée par la courbe intégrale première i^i . On donne à cette 
aire le nom de diagramme, 

V ordonnée moyenne du diagramme est la hauteur du rectangle équiva- 
lent qui a la même base x^ — x^. 

On nomme élément du diagramme tout trapèze partiel compris entre la 
courbe c, l'axe des abscisses et deux ordcmnées assez rapprochées pour que 
l'arc de courbe qu'elles interceptent puisse être considéré comme se con* 
fondant sensiblement avec sa corde. 

On peut dès lors, sans erreur sensible, prendre comme ordonnée 
moyenne d'un élément la moyenne de ses ordonnées extrêmes. 

Y! intégrale graphique à^xxn diagramme (indépendamment de la constante 
arbitraire) est la mesure de ce diagramme, rapportée à une base de réduc- 
tion donnée b (87). 

La différentielle graphique d*un diagramme est la mesure d'un élément, 
rapportée à la base b. 

L'intégrale graphique d'un diagramme est égale à la somme de ses dif- 
férentielles graphiques. 

n. — Ponctuelle intégrale. 

281. Soit OABC [J!g, igS) un diagramme divisé en éléments à bases 
très petites, Ax, par les ordonnées menées aux points i, 2, 3, . . . de Taxe 
des abscisses. Projetons l'une de ces bases, 34, d'un point P situé à la 
distance b de OX et, par un point 4', pris arbitrairement sur la parallèle 
44' i^ OX, passant par l'extrémité de Vordonnée moyenne de l'élément 
considéré, menons aux rayons projetants P3, P4 les parallèles 4'G| 4'^ 
qui détachent sur l'axe des x un petit segment GH = Az. On a, par les 
triangles semblables P34i 4' ^^f 

• 

jr,^x = b. Az, 

■ 

Az étant, d'après une précédente définition, la différentielle graphique du 
diagramme, rapportée à la base b. 
On a, par suite, 

ly Ajc=z b»J.àz. 

On obtient 2 A3, intégrale graphique approchée du diagramme, par 
une construction analogue à celle du n** 23. On projette du centre P la 
ponctuelle i a3 . . . C; on projette parallèlement à OX, sur l'axe OY ou 
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sur une parallèle à cet axe, les extrémilës i, 2, 3, ... des ordonnées 
moyennes des éléments et l'on construit le polygone de multiplication QM, 
relatif au faisceau P. Les couples de côtés consécutifs de ce polygone inter- 
ceptent sur OX la suite ininterrompue des différentielles graphiques du 
diagramme. Les côtés extrêmes QN, 6 M détachent conséquemment, sur 

Fîg. 195. 




l*axe des abscisses, un segment MN :^ 2 As qui est Tintégrale graphique du 
diagramme, rapportée à la base b. 

Ces côtés extrêmes se coupent en un point K dont la distance EK à Taxe 
des abscisses représente l'ordonnée moyenne jr^ ^u diagramme. On a, en 
effet, par les triangles semblables MKN, OPC : 



EK.OC = ^.MN, 



d'où 



EK — =zY 



m 



a4 
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III. — Polygone inscrit à la courbe intégrale. 

282. La c onstruction précédente a donne la fonction intégrale sous la 
forme d'une ponctuelle MN. On peut aussi l'obtenir sous la forme d*un 
nouveau diagramme, par un mode de construction déjà indiqué et appliqué 
(9i et 250 à -257). 

On |)rojette sur Taxe des jr^ parallèlement à celui des jt, les extrémités 
des ordonnées moyennes des éléments. On projette ensuite la ponctuelle 
ainsi obtenue du centre P^, situé sur Taxe des x, à la distance b de Taxe des 
X» On trace enfin, entre les couples d'ordonnées consécutives des éléments, 
la ligne polygonale OR, relative au faisceau P|. Une ordonnée quelconque 
de cette ligne est la mesure, rapportée à la base b, c'est-à-dire l'intégrale 
graphique, de la partie du diagramme donné comprise entre l'origine et 
l'ordonnée que Ton considère. En particulier, la dernière ordonnée CR est 
l'intégrale du diagramme OABG. 

Si Ton considère, en effet, d'une part l'un quelconque, Pi04y des trian- 
gles formés par les deux axes et par un rayon du faisceau P|, d'autre part 
le triangle, semblable au précédent, formé par le côté de OR parallèle à 
Pi49 par l'ordonnée 4 ^^ P^i* ^^ parallèle à OX menée à l'extrémité de 
l'ordonnée 3 de OR, on a, en désignant par /^ Tordonnée moyenne de l'élé- 
ment dont ce dernier triangle fuit partie, 

( I ) y^tkX^-^b A3* 

La différence Az entre les ordonnées extrêmes de l'élément considéré est 
donc la mesure de cet élément rapportée à la base 6, c'est-à-dire (280) la 
différentielle du diagramme donné, et l'intégrale de ce diagramme est 

ïAzz^CR. 

La ligne OR, lieu des extrémités des ordonnées intégrales, et l'aire ORC, 
lieu de ces ord onnées, sont respectivement la ligne intégrale et le dia- 
gramme intégral du diagramme OABG. 

L'ordonnée moyenne ^^^ du diagramme primitif est limitée à la parallèle 
à l'axe des x qui passe par le point d'intersection de Taxe des y et du rayon 
de Pt parallèle à la droite OR. On a, en effet, par les triangles semblables, 

OF.OCi^^.CR, 

d'où 

Cette construction et celle du n^ 281 doivent nécessairement conduire au 
même résultat quand on adopte la même base b. On vérifie, en effet, que 
les segments NM et CR sont égaux, et, plus généralement, que la ponctuelle 
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déterminée sur OX par les côtés de la ligne polygonale QM est égale à la 
ponctuelle déterminée par la projection sur CR des ordonnées du diagramme 
intégral. 

On déduira donc la ligne OR de la ponctuelle intégrale NM, fournie par 

la construction du n** 281, en portant sur les ordonnées o, i, a, 3, . . . , C 

les intégrales partielles correspondantes représentées par les segments 

compris entre Torigine commune N et les points de division successifs de 

la ponctuelle NM. 

IV. — Intégrations snccessiTes. 

283. La fonction intégrale obtenue sous la forme d'une ponctuelle NM 
(281] ou d'une ligne polygonale OR (282] conduit, par Tune ou Tautre 
méthode, à la détermination de l'intégrale seconde de AB. 

Dans le cas du n® 281, par exemple, on fait pivoter la ponctuelle NM 
sur le point N, jusqu'à la direction parallèle à CR; on projette ensuite les 
points milieux de ses segments au moyen de rayons parallèles à OX, qu'on 
relie par un polygone de multiplication relatif au faisceau P. Les cotés de 
ce polygone délerminent sur OX une nouvelle suite de différentielles dont 
la somme, comprise entre le premier et le dernier côté du polygone, est 
l'intégrale seconde cherchée. On procède de même pour l'intégrale troi- 
sième, et ainsi de suite. 

V. — PonctnelleB et lignes dérivéeB. 

28&'. Une opération inverse permet de dériver de la ligne intégrale OR 
le diagramme primitif limité par AB. On projette à cet effet la ponctuelle 
1 23 ... C du pôle F et l'on mène, par les points de division de la ponc- 
tuelle intégrale PiM, des droites parallèles aux rayons correspondants du 
faisceau P. Les sommets de la ligne polygonale QM, formée par ces droites, 
appartiennent aux parallèles à OX qui déterminent respectivement les or- 
données moyennes des éléments du diagramme primitif. 

La méthode du n^ 282 donne lieu à une inversion analogue. On projette 
du point Pf sur OT, au moyen de rayons parallèles aux côtés élémentaires 
de ORy la ponctuelle i 23 . . . , dont les points de division sont sur les pa- 
rallèles à OX qui coupent respectivement les ordonnées moyennes corres- 
pondantes en des points de la ligne AB, dérivée de OR. 

VL — Polygone circonscrit à la courbe intégrale. 
285. La relation ( i ] du n^ 282, mise sous la forme 
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montre que les coefficients angulaires des petits segments rectilignes dont 
la suite constitue la ligne intégrale d*un diagramme donné sont respective- 
ment proportionnels aux ordonnées moyennes des éléments correspon- 
dants du diagramme. 

Jax ligne intégrale formée par ces segments est un polygone inscrit à la 
courbe intégrale et diffère d'autant moins de cette courbe qu'on a rappro- 



Fig. 196. 




cbé davantage les ordonnées extrêmes des éléments du diagramme primitif. 
A la limite, on a 



i/jc b 



dz 



pétant l'ordonnée d'un point de la courbe intégrale et -r- le coefficient angu- 

dx 

laire de la tangente à la courbe en ce point. Conséquemment, si Ton pro- 
jette sur l'axe OY [fig. ig6) non plus les ordonnées moyennes MoMj, 
^\\ M', , ... des éléments d'un diagramme primitif OST, mais les ordonnées 
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extrêmes OS, AqAi, A\A\, ... de ces éléments, on obtient, non plus la 
ligne polygonale inscrite OBCDE . . ., relative au faisceau P(MM' W . . .), 
mais la ligne polygonale circonscrite OFGHK . . . , relative au faisceau 
P(SAA' . . .). On arrête la première tangente OF, parallèle au rayon PS, à 
son point F d'intersection avec l'ordonnée moyenne du premier trapèze 
élémentaire; par le point F on mène FG, parallèle au rayon PA; par le 
point G, GH parallèle au rayon PA', et ainsi de suite. Les droites FG, 
GH, . . . sont les tangentes à la courbe intégrale aux points B, G, .... 

On vérifiera, en effet (287), que les tangentes en B et G se coupent 
exactement sur l'ordonnée M', M', lorsque le segment primitif Ai A', est rec- 
tiligne, et cette condition est approximativement remplie lorsque A] A'^ est 
un arc de courbe assez |)elit pour qu'on puisse, sans erreur sensible, le con- 
fondre avec sa corde. 

On peut donc obtenir, comme ligne intégrale approximative d'un dia- 
gramme donné, soit un polygone de cordes, soit un polygone de tangentes, 
et ces deux polygones ne diffèrent pas sensiblement de la courbe intégrale 
exacte quand on a soin de diviser le diagramme en trapèzes élémentaires 
assez petits. 

VII. — Intégration des lignes droites et brisées. 

286. La ligne intégrale d'une droite parallèle a l'axe des abscisses est 
une droite incUnce sur cet axe. 

En effet, la ligne primitive donne sur OY un seul point A de projection, 
auquel correspond un rayon unique PA du faisceau P, et, par suite, une 
direction unique, commune à toutes les cordes et à toutes les tangentes de 
la ligne intégrale. Cette ligne est donc une parallèle au rayon PA. Il suffira, 
pour la construire, de connaître un de ses points et ce point sera lui-même 
déterminé par la valeur de la constante arbitraire. 

287. La ligne intégrale d'une droite inclinée sur les axes est une para^ 
bole du second ordre. 

Soit ST [fg, 196) la droite donnée et soient OAo, AqA'^, ... les hau- 
teurs, supposées égales, des trapèzes élémentaires du diagramme OST. Les 
ordonnées moyennes de ces trapèzes, projetées sur OY, déterminent le 
faisceau P ( M M' M". . . ) et la ligne polygonale OBCDE . . . , inscrite à la courbe 
intégrale. Les ordonnées extrêmes des trapèzes se projettent aux points 
A, A', A", . . ., qui divisent en deux parties égales les segments égaux de 
la ponctuelle ^(MM'M^'. . .]. Étendons successivement aux trapèzes qui 
ont pour hauteurs OAq, 0A'„, OA',, OAq, ... et pour ordonnées moyennes 
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correspondantes MqMi, AqAi^ 1^1'» M',, A', A\, . . ., la construction appli- 
quée aux trapèzes ëlémentiires. Nous obtiendrons ainsi, comme éléments 
correspondants aux rayons PM, PA» PM', PA', ... du faisceau P, les 
cordes OB, OC, OD, OE, ...«inscrites à la courbe intégrale (282). Les fais- 
ceaux 0(BCDE ...) et P(MAM'A' ... ), formés de rayons parallèles deux à 
deux, sont égaux; mais le faisceau P (M AM' A'... ) est perspectif au faisceau 
X (MAM'A' . . .], lequel est perspectif au faisceau oo (MqAoM'^ A'. . . .} 
et| par conséquenti projectifau faisceau oo (A^A'^ A^ . . .). Donc ce dernier 
faisceau et le faisceau 0(BCD . . .) sont projectifs (G. kl) et engendrent 
une courbe du second ordre (G. 62). Ils n*ont d'ailleurs d'autre rayon 
uni que Taxe OT qui joint leurs centres. La courbe engendrée est donc 
une parabole (G. 97] dont les diamètres sont parallèles à OT (G. 125). 

La tangente au sommet est perpendiculaire au même axe, c*est-ii-dire 
parallèle au rayon PO correspondant à l'ordonnée du point d*intersection T 
de Taxe des x et de la droite donnée. Cette ordonnée est donc Taxe de la 
courbe. 

Dans le cas qui nous occupe, les sommets F, G, ... de la ligne polygo - 
nale circonscrite se coupent exactement sur les ordonnées moyennes M^, 
Mq, . . . , qui sont les diamètres delà parabole intégrale relatifs aux cordes 
OB, BC, ... (G. 121). 

288. Une construction inverse (28&>) donne la droite ST, dérivée d*une 
parabole proposée, dont il suffit de connaître trois points quelconques B, C , 
D. Ces points déterminent, en effet, les cordes BC, CD, par suite les 
rayons PM', PM", parallèles à ces cordes, et les ordonnées moyennes 
M'çM',, M^M'J des segments AjA'j, A'^A' de la droite cherchée, dont 
on a ainsi deux points, M'j, M*. 

On obtient par cette construction autant de points qu*on veut d'un seg- 
ment parabolique dont trois points sont donnés; car il suffît d*intégrer la 
droite dérivée déterminée par ces trois points pour construire tous les 
autres. 

La droite dérivée permet de résoudre avec la même facilité les problèmes 
suivants [*) : 

Construire la tangente en un point donné de la parabole. 

Construire un point de la parabole^ connaissant la direction de la tan^ 
gente. 

Construire une parabole du second ordre connaissant deux points et la 
tangente en un de ces points. 

C) Massac, loc. cit.. Livre II, n«- 89-91. 
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289. Lorsque le diagramme à intégrer se compose d*une suite de rec- 
tangles juxtaposés, la ligne primitive est formée de segments rectilignes 
alternativement parallèles à l'axe des ;r et à l'axe des x» Les segments pa- 
rallèles à OX ont pour intégrales des segments inclinés compris entre les 
mêmes ordonnées (286). Chacun de ces segments intégraux a d'ailleurs 
son origine à Textrémité de celui qui précède, car chacun des segments pri- 
mitifs parallèles à OY ayant tous ses points sur une même ordonnée, son 
intégrale se réduit à un point. La ligne intégrale est donc un polygone rec- 
tiligne dont les sommets sont sur les mêmes ordonnées que les segments 
primitifs parallèles à Taxe des j. 

Dans ce cas particulier, les ordonnées extrêmes et moyennes des seg- 
ments primitifs déteiminent^ par leur projection sur Taxe des 7, une seule 
et même ponctuelle qui, projetée d'un même centre P, fournit, par la mé- 
thode des cordes (282) et par celle des tangentes (285 ), un seul et même 
polygone intégral. 

290. Prenons comme ligne primitive le polygone rectiligne fourni par 
la précédente intégration. Chacun de ses côtés a pour intégrale un arc de 
parabole du second ordre, compris entre les mêmes ordonnées (287). La 
corde de cet arc est une parallèle au rayon du faisceau P déterminé par 
l'ordonnée moyenne du segment primitif correspondant. La division du 
diagramme partiel, limité ù ce segment, en un certain nombre de trapèzes 
élémentaires, donnerait lieu à un nombre égal d'ordonnées moyennes et 
permettrait de substituer à la corde totale de l'arc parabolique intégral un 
polygone de cordes plus petites dont les sommets seraient autant de points 
de l'arc à déterminer. 

Si l'on projetait sur OY, non plus les milieux des segments primitifs, 
mais leurs extrémités, on obtiendrait (285) les cou]>les de tangentes aux 
extrémités des arcs intégraux. La projection du point commun à deux seg- 
ments consécutifs de la ligne primitive ne déterminant qu'un seul rayon 
du faisceau projetant et, par suite, qu'une seule dirertion de tangente, on 
voit que deux arcs paraboliques consécutifs de la ligne intégrale ont, en 
leur point commun, une tangente commune. Ces arcs se trouvent donc 
raccordés suivant une courbe continue, comprise entre le polygone des 
cordes et le polygones des tangentes. 

VIIL — Intégration exacte de courbes paraboliques. Ordonnée moyenne. 

Abscisse moyexme. 

291. L'ordonnée du point milieu d'un segment de droite est exacte- 
ment l'ordonnée moyenne de ce segment et, en même temps, l'ordonnée 
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sur laquelle se coupent les tangentes aux extrémités du segment correspon- 
dant de la ligne intégrale (287). C'est pourquoi les intégrations précé- 
dentes, port;int sur des lignes primitives exclusivement composées d'élé- 
ments rectilignes, ont donné exactement les cordes et les tangentes 
constituant les lignes polygonales inscrites et circonscrites aux lignes inté- 
grales. II n*en est plus de même lorsque la ligne primitive est une courbe 
et, dans la méthode que nous avons d'abord exposée, la décomposition du 
diagramme primitif en trapèzes élémentaires, dont les hauteurs sont des 
quantités petites mais finies, ne permet de déterminer que par approxima- 
tion les côtés du polygone de cordes et les sommets du polygone de tan- 
gentes. L'approximation est presque toujours suffisante dans la pratique, 
et d'ailleurs le caractère essentiel de la méthode graphique est de ne compor- 
ter que des résultats approchés. On peut cependant se proposer de substi- 
tuer, dans certains cas, l'exactitude théorique à l'approximation. Il suffit 
pour cela de pouvoir déterminer exactement les ordonnées moyennes des 
arcs de la courbe primitive et les ordonnées qui correspondent aux ab- 
scisses moyennes des mêmes arcs. Les premières donnent, en effet, les 
coefficients angulaires des cotés du ])olygone inscrit, les secondes fixent les 
sommets du polygone circonscrit. Nous donnerons de celte double recherche 
des exemples appliqués aux courbes dont l'usage est le plus fréquent dans 
les opérations de quadrature, c'est-à-dire aux paraboles du second et du 
troisième ordre prises comme courbes primitives. 

292. Considérons [fig. 196) un arc parabolique du second ordre déter- 
miné par ses points extrêmes C, E, et par un point intermédiaire D dont 
l'ordonnée A*D==^j, est à égale distance // des ordonnées extrêmes 
Aq C — - /o et A'J^E :^ jj. L'ordonnée moyenne y^ doit satisfiiire à la rela- 
tion 

(i) 2/i/,„:=aireAoCDEA;^A(/o-T-jj) 4- aireCDE. 

Mais les tangentes aux points C et E se coupent en un point L de l'ordonnée 
intermédiaire (G. 121) et l'on a, d'une part (G. 138), LD ==: DN, d'autre 
part (G. 255;, 

aire CDE ^ | aire CLE — } ^ . DN. 

Substituant cette valeur dans ( i ] et réduisant, il vient 
L'ordonnée moyenne de l'arc parabolique CDE est donc égale à l'oiv 
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donnée intermédiaire diminuée du tiers du segment de cette ordonnée 
compris entre son extrémité et la corde de l'arc proposé. 

293. Si l'arc parabolique est donné par ses points extrêmes C, E et par 
la tangente en un de ces points, cette tangente détermine, sur l'ordonnée 
intermédiaire, le point L, tel que LN --- 2DN, et Ton obtient l'ordonnée 
moyenne en retranchant | LN de A'^ L. 

Ayant ainsi déterminé les ordonnées moyennes d'une suite d'arcs consé- 
cutifs de la parabole primitive du second ordre, on en déduit un polygone 
inscrit à la parabole du troisième ordre qui est la courbe intégrale de la 
proposée. 

2^4. Un arc parabolique du troisième ordre étant donné par ses points 
extrêmes A, D [fig» 197) et par deux points intermédiaires B, C, tels que 




A' if B' c K' O' 



les ordonnées J01 J'i> Xt^ Xz soient équidistantes, on exprime que les coor- 
données des qualre points satisfont à IVquiition y - a -r- bx -r- ex- -{- tLc^ 
(Je la courbe et que, d'autre pari, l'ordonnt'e moyenne^-,,, satisfait à la re- 

/ dx. On a ainsi cinq équations qui permettent d'élimi- 

ner les coefficients a, by c^ d et d'obtenir 



^ 



3.ri-^- 3.1-2-^ Vs 



m 



6 



OF- 30R ^^ 3^,^ 
-, — OF -i- 7 FE. 

4 4 



On a donc rextréraité I de Tordonnce moyenne en prenant le quart El 
<lu segment £F de l'ordonnée intermédiaire compris entre les cordes AD, 
BC. 

295. Lorsque l'arc parabolique du troisième ordre est donné par ses 
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deux points extrêmes A, D et par les tangentes AM, DN en ces points, deux 
des cinq équations précédentes, exprimant que les points B et C appar* 
tiennent à la courbe, sont remplacées par deux autres, exprimant que les 
dérivées de la courbe aux points A, D satisfont à la relation 

On est alors conduit, par l'élimination des coefïïcients, à la relation 



_ I / h , h ,\ 



dans laquelle j^Q , y^ sont respectivement des dérivées de^o» Xti ^ étant la 
moitié de la distance A'D' prise négativement de en A' et positivement 
deOenD'. 

L'ordonnée de la tangente AM, à la distance A'H' = - àey^^ est 

6 



H'H=r. + ôy,- 



3 



Pareillement, l'ordonna de DN, à la distance D' C = ^ de j',, est 

Par suite, 

L'extrémité I de l'ordonnée moyenne est donc à Tintersection de HK. et de 
l'ordonnée intermédiaire OM. 
On peut encore remarquer que 

J 2 

On obtiendra donc le point I en ajoutant à l'ordonnée moyenne OF de 
la corde AD un tiers de la distance comprise entre cette corde et le milieu 
R du segment intercepté sur OF par les tangentes à la courbe aux points 
extrêmes A et D . 

Lorsque l'arc AD appartient à une parabole du second ordre, les points 
M, N coïncident et l'on est ramené au cas du n*' 293. 

296. Les constructions précédentes permettent de déterminer autant de 
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points qu'on yeut d'un arc de parabole du troisième ordre dont on connaît 
deux points AiBi [fig. 198) et les tangentes en ces points. On trace, à cet 
effet, les rayons PÂ,, PB^, PC^ du faisceau P, respectivement parallèles 
aux deux tangentes et à la corde AjBi. Ces rayons déterminent les ordon- 
nées extrêmes Aq A, BqB, et l'ordonnée moyenne CoC de l'arc AB, dérivée 
de AiBf. On prolonge CoC de la quantité CT = 2DC. On a ainsi (293) le 
point T d'intersection des tangentes en A et en B et, par suite, ces tangentes 

Fig. 198. 




elles* mêmes. L'arc parabolique du second ordre AB étant dès lors déter- 
miné, on peut construire (288] autant de points qu'on voudra de cet arc 
et, par voie d'intégration, autant de points qu'on voudra de l'arc AiBj. 



297. On nomme abscisse moyenne d'un arc de courbe AB [fig- 198 
on du diagramme superficiel compris entre cet arc, les abscisses à ses ex- 
trémités et l'axe des/, la hauteur D,£ du rectangle équivalent de même 
base A^B,. 

Le point d'intersection des tangentes aux extrémités d'un arc de la courbe 
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intégrale a pour abscisse l'abscisse moyenne de l'arc correspondant de la 
coufbe primitive. 

Les tangentes TjAi, TiBj aux extrémités de l'arc AjB,, intégrale de 
Tare primitif AB, constituent elles-mêmes la ligne intégrale de la ligne 
brisée AMNB (289). La corde A, B,, commune aux deux intégrales, cor- 
respond à un seul et même rayon PC, du faisceau P, par suite à une seule 
et même ordonnée moyenne CoC, commune aux deux diagrammes pri- 
mitifs Aq ARBBq, AoAMrïBBo- Ces diagrammes étant dès lors équivalents, 
il en est de même des aires A, ARBB,, AjMN B, qu'on obtient respective- 
ment en retranchant les diagrammes primitifs de l'aire A^AA^B^BB^^. Donc 
l'abscisse AjM du point Ti est l'abscisse moyenne de l'arc AB. Ainsi se trouve 
généralisée la proposition précédemment établie (G. 121) pour le cas où 
la courbe intégrale est un arc parabolique du second ordre. 

298. La détermination exacte des abscisses moyennes relatives aux arcs 
consécutifs d'une courbe primitive donnée permet de construire exactement, 
j.ar le procédé du n° 285, un polygone circonscrit à la courbe intégrale. 

L'abscisse moyenne D, Ë du diagramme limité par une courbe parabo- 
lique AB, du second ou du troisième ordre, rapportée à l'axe des r, s'ob- 
tient évidemment par les j)rocédés déj'à indiqués (291 à 295) pour la dé- 
termination de l'ordonnée moyenne CqC du diagramme relatif à la même 
courbe, rapportée à l'axe des .r. 

Il existe d'ailleurs, entre l'ordonnée moyenne et Tabscisse moyenne 
d'un arc de courbe, une relation qui permet de construire l'une de ces 
deux valeurs quand on connaît l'autre. 

Portons, en effet, l'ordonnée moyenne de l'arc AB en CqC, sur l'ordon- 
née située à égale distance des extrémités de l'arc, et menons par le point C 
la parallèle JH à la corde AB. Les diagrammes AqARBBo, AqJHBo, ayant 
même ordonnée moyenne, sont équivalents; par suite, le segment ARB 
est équivalent au parallélogramme AJIIBet aussi au ])arallélogramme ALKB 
qui a même base et même hauteur que le j)récédent. On en déduit que les 
aires B^BR AA,, BjKLA, sont équivalentes et que les lignes BRA, KL ont 
même abscisse mcyenne DjE. Donc l'ordonnée moyenne et l'abscisse 
moyenne de l'arc AB, j)ortées respectivement sur l'ordonnée CqC et sur 
l'abscisse D,E situées i\ égale distance des extrémités de Tare, ont leurs 
extrémités sur une parallèle EC à la corde AB. Cette propriété permet de 
construire, D, E connaissant C^C, et vice versa, 

IX. — Méthodes approchées. 

299. La détermination exacte des ordonnées moyennes et des abscisses 
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moyennes présente des difficultés croissantes pour les arcs paraboliques de 
degré supérieur au troisième. Cette détermination est d'ailleurs impossible 
dans un très grand nombre de cas^ notamment quand on opère sur des 
courbes, non plus géométriques, mais graphiques (97). On doit alors re- 
courir à des méthodes approchées. Ces méthodes consistent, en général, ù 
diviser les courbes proposées en petits arcs qu'on assimile ensuite à des 
arcs de courbes dont on sait déterminer l'abscisse ou l'ordonnée moyenne. 

Lorsqu'on substitue aux arcs primitifs les petites cordes rectilignes qui 
les sous- tendent, la méthode approchée est celle des trapèzes élémentaires, 
que nous avons exposée tout d'abord. 

Lorsque les arcs substitués sont des arcs paraboliques du second ordre, 
la méthode approchée est la traduction graphique de celle de Simpson (233 
et l'on applique à la détermination des ordonnées moyennes les procédés 
des n«» 292 et 293. 

On substitue quelquefois des arcs paraboliques d'ordre supérieur au se- 
cond, lorsque la courbe primitive présente des points d'inflexion. Si ces 
arcs sont du troisième ordre (*), on détermine leurs ordonnées moyennes 
par les procédés des n*** 294- et 295. 

300. On peut déterminer la limite de Terreur commise dans une intégra 
lion graphique approchée par une méthode imitée de celle que Poncelet a 
proposée pour les quadratures approximatives (234-]. A cet effet, on con 
sidère successivement deux lignes exactement intégrables, et telles que leurs 
intégrales soient. Tune plus grande, Tautre plus petite que Tintégrale de la 
courbe proposée. L'erreur, en plus ou en moins, que l'on commet en 
adoptant l'une ou l'autre des deux intégrales exactes est plus petite que 
leur différence; elle est encore réduite quand on prend la demi-somme des 
deux intégrales. Les lignes substituées sont, le plus souvent, des polygones 
rectilignes, l'un circonscrit, l'autre inscrit à la courbe pro2)osée. 

Soit [fig. 199) AG la courbe primitive. Divisons sa projection, AoGq, 
sur l'axe des x, en un nombre pair de petits segments égaux, et menons 
les ordonnées des points de division. Les points B, D, F sont les extré- 
mités des ordonnées moyennes des tangentes à la courbe en ces mêmes 
points. On obtiendra donc, par les parallèles aux rayons du faisceau 
P(B'D'F'), la ligne polygonale AjCiE, G|, intégrale du polygone circon- 
scrit à AG. 

Le premier côté A, Ci de cette ligne coupe l'ordonnée BqB au point B^, 



(*) Voir, Sur la quadrature des paraboles du troisième degré, une Communication 
de M. le général Parme!<tibr à V Association française pour l'avancement des Sciences, 
Congrès de Montpellier; 1879. 
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que nous prenons comme origine d^inlégration de la ligne polygonale in- 
scrite BDF. L'intégrale de cette ligne, construite par la méthode de Tab- 
scisse moyenne, se confondra avec la partie BiCiEfFi de l'intégrale précé- 
demment obtenue. Restent les côtés extrêmes AB, FG du polygone inscrit 
âBDFG. L'intégrale de AB a pour tangentes à ses extrémités, d*une part 
Bj A|, d*autre part, la droite MN, parallèle au rayon PA, qui passe par le 
point d'intersection de Bi Ai et de Tabscisse moyenne de AB, c'est-à-dire 
par le point milieu M de BjAi. Pareillement, les tangentes aux extrémités 
de l'intégrale de FG sont, d'une part F^Gi, et d'autre part la droite RS« 
menée par le milieu R de Fi Gi parallèlement au rayon PG' . Les polygones 
inscrit et circonscrit à AG donnent donc respectivement les intégrales 
N'S et A', Gi, entre lesquelles se trouve comprise l'intégrale exacte de AG. 
Si Ton adopte l'une ou l'autre des intégrales limites, on commet une 



Fig. 199. 




K B. 



K. F. G. 



erreur moindre que leur différence A', Gi — N'S = SGi — K'A',, et cette 
erreur est encore réduite quand on prend la moyenne entre les deux inté- 
grales limites. 



301. Dans le calcul graphique des mouvements de terres, exposé au 
Chapitre XI, les constructions qui conduisent des aires aux volumes (252) 
et des volumes aux moments de transports (257) consistent en deux inté- 
grations graphiques successives grossièrement approchées. C'est ainsi que, 
par la projection des ordonnées moyennes (282), on a obtenu (252) le 
profil de distribution, qui est une ligne polygonale inscrite à la courbe in- 
tégrale du profil transformé, courbe composée (287) d'une suite d'arcs rac- 



CONSTRUCTIONS DES COURBES PARABOLI(nJBS. 383 

cordes de paraboles à axe vertical. Mais l'erreur est ici sensible, parce que 
les trapèzes du profil transforinë, compris entre des ordonnées dont Técar- 
tement est celui des profils en travers, ne présentent plus les bases très 
petites des trapèzes élémentaires que nous avons précédemment consi- 
dérés. 

On évite cette erreur en projetant (283) les sommets du profil transformé. 
On obtient ainsi un nouveau polygone, circonscrit à la courbe intégrale 
en même temps qu'au polygone inscrit. En ajoutant à l'aire de ce dernier 
polygone les deux tiers (G. 255] de la somme algébrique des aires des 
triangles compris entre la ligne circonscrite et la ligne inscrite, on déter- 
mine exactement Taire du profil de distribution. 



X. — Construction des courbes paraboliques. 
302. Soit AB = X [fig* 200) un segment de droite parallèle à Taxe des 

Fig. 200. 




r et situé à la distance a de cet axe. On a 

(i) ro=«. 

Prenons une base de réduction PO égale à Tunité et menons PA, dont le 
prolongement AB| est la ligne intégrale de AB. On a 

7i=BBi-hro. 
soit, par les triangles semblables BABj, OPA, 
(2) 7j=ax-ffl. 
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Projetons B| enN et menons, par le milieu C de AB|» CB, parallèle à PN. 
On a 

Mais les triangles semblables BjCB,, APN donnent 

B|B{ X 

Ji — 7o 2 

Substituant les valeurs de B,B„ ^o ^t j,, il vient 

(3) Jj = -- - -^ax -\-o. 

Menons les ordonnées 2 et 3 qui divisent AB en trois segments égaux. 
Projetons G, milieu de ABi, en M, B, en Q. Par le point de rencontre D de 
Tordonnëe 2 et de ABi, menons DF parallèle à PM, jusqu'à la rencontre 
de Pordonnëe 3 en F et, par le point F, menons FB3 parallèle à PQ. Re- 
marquons d*abord que le point F se confond avec le point de rencontre Fi 
de l'ordonnée 3 et de CB^. On a, en effet, par les couples de triangles sem- 
blables EDF et APM, ECFj et APN, 

EF X EFj X ^, , 
AM 3 2AM 6 

Cela posé, les triangles sembhdsles B^FBj, NPQ donnent 

B.B, B.B, X 

-£. — ou 



et, comme 



j3=B,B3-hJ„ 



on a, en substituant , 

(4 ) .^^'3 = ">- -î- — - -h fl.r -i- <i. 



ax^ ax* 



Menons encore les ordonnées 4» 1 9 ^y qui partagent AB en quatre segments 
égaux. Projetons en R le point de rencontre D de ABj et de Tordonnée 2 ; 
en S le point F, en T le point B3. Par le point G d'intersection de ABj et 
de l'ordonnée 4» menons GH, parallèle à PR, jusqu'à la rencontre de 
Tordonnée i en H ; par le point H, menons UK, parallèle à PS, jusqu'à la 
rencontre de l'ordonnée 5 en K; enfin menons, par le point K, KB4 pa- 
rallèle à PT. Nous démontrerions, comme précédemment, que H est sur DF, 
que K est sur FB3, que 

B3 B, B, B4 X 

ou 



QT r.-Ji 
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et, finalement, que 



n,r^ a.r"^ n jr^ 



On peut répéter indéfiniment cette construction, qui fournit, à chaque 
opération nouvelle^ une relation dont l'opération précédente avait fourni 
la dérivée. On a, en général, 



w -+- I ) 



I Jm = 



ax'« 



//I ( /// — J ) ( A/2 — 2) . . . I 



.m- 1 



I -f- 7 n ^ h . . . H hrr. 

' (m — I ) l '" — 2 ... I I 



On obtient ainsi la parabole d'ordre m^ qui est la m^^°^^ intégration d'une 
droite parallèle à l'axe des j:. 

L'une quelconque des constructions partielles, celle, par exemple, qui 
conduit de la parabole d'ordre k — i à la parabole d'ordre A, donne une 
ligne polygonale dont les côtés extrêmcsi aboutissant aux points A et B;ti 
ont leurs directions respectivement parallèles aux rayons du faisceau P 
qui projettent les extrémités A, Bj^^i de l'arc c'e parabole précédent. Or 
on sait que ces directions sont précisément celles des tangentes aux extré- 
mités de l'arc d'ordre /-. Conséquemment, toutes les paraboles sont tan- 
gentes à la droite AB| au point A et chacune d'elles est tangente à l'extré- 
mité du dernier côté de la ligne polygonale correspondante. 

303. En général, étant donnée l'équation 

j,„ — ax'" -r- ^x'"-* H- ...-+- //A* -h / .r -h / 
d'une parabole d'ordre m, on prendra ses dérivées successives 

j„,_j :- m[in — I ; a.v'"-^ -h [m ~ ])[m — 1] ^.r'«-' 4- ... 4- A, 

j j = m //j — lym — 2 ) . . 2CIJ: -h [m — i ) ( /w — 2 ) . . . i b, 
j qz=: m[m — I ] !/" — 2 ) • . . 2 . Il7, 

dont la dernière est une parallèle à l'axe des jr; on tracera cette droite; 
on construira son intégrale en prenant comme origine le point 

[u7 = o, j= ;/// — i)//i — 2) .. .2.1^]; 

on obtiendra ainsi la ligne qui représente /i- On procédera de même aux 
intégrations successives et l'on aboutira finalement à la parabole de l'équa- 
tion proposée. 

25 
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XL — Constniction des courbes 7 = ^/(x) et/ = *^-^^-^> étant donnée la 

courbe j=/(j:). 

304. Soient [Jlg. 201) 0P= x, PM =x les coordonnées d'un point M 
de la courbe donnée AB. On doit avoir, comme ordonnée de la nouvelle 
courbe correspondant à l'abscisse OP, PMi = xf[x] = OP.PM. Soit donc 
O'Ti l'ordonnée à la distance 00' =: b^ b étant la base de réduction, que 
nous supposerons égale à Tunité. On projette M en M', parallèlement à 
Taxe des x; on projette ensuite, du centre 0, M' en M| sur TordonnéePM. 
On voit immédiatement que M| est le point de la nouvelle courbe situé sur 

Fig. 201. 




la même ordonnée que M. On détermine ainsi autant de points qu^on veut 

La même méthode s'applique à la construction de la courbe 

X = {x — a]/[x), 

pourvu qu'on transporte le centre du faisceau projetant au point de Taxe 
des X qui a pour abscisse a. 



305. Soit j^o= « une parallèle à l'axe des x, La construction précédente 
donne la droite jr^ =z ax^ dont l'équation devient y^ = ax -{- b, quand on 
déplace Taxe des .r parallèlement k lui-même d'une quantité b dans le sens 
des j négatifs. La même construction, appliquée à cette droite et complétée 
pur le déplacement de Taxe des x de la quantité c dans le sens des x néga- 
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tifs, donne la courbe 

X^—- [ax -4- A ) j: H- <? r^ /i.r'-|- bx -^ c. 

En répétant l'opération m fois, on arrive à déterminer Tordonnée y^ ^^ 
la courbe 

X^rzzax"' H- bx'^-'^ -+- . . . 4- A.r -4- /, 

que nous avons précédemment considérée ( 303 j . 

306. Soit maintenant OBj [fig, 201) la courbe donnée /=:/(.r), et 

soient OP =^ *, PMi=iy*(ar) les coordonnées d'un de ses points M|. La 

f(x) 
courbe AB représente Téquation^ =- et le point M de cette courbe, cor- 

X 

respondant au point M^ de OBi, sera donné par la construction dun^SOi 

renversée. On joindra donc OMi, qui coupera en M' Tordonnée menée à 

Tunilé de disUtnce de Torigine, et Ton projettera, parallèlement à Taxe 

f[x] 
des X, M' en M sur PMj. Même construction pour j := —- — • 

XII. — Construction des courbes hyperboliques. 

307. On entend par hyperboles de Tordre m les courbes dont Téquation 
est de la forme 

, , a b * , 

(•) /» = :pr. + :,-;„-3r + --- + i + '. 

Soit à construire une de ces courbes. EnappUquant d^abord la construction 
du numéro précédent à la droite /o= ^1 ^^ obtient la droite j^i = - > soit 

X 

y^-^z - -^ b, si Ton fait subir à Taxe des x le déplacement déjà indiqué 

X 

(305). La même construction, appliquée à la nouvelle droite et complétée 
par le déplacement de Taxe desx de la quantité Cy donne 

fn ,\ T a b 

\X / ^ X^ X 

La construction, répétée m fois, conduit à l'ordonnée j;„ de Téquation 
proposée (*). 



(*) Le Mémoire déjà cité de M. J. Massau, que nous ayons mis sisouyent à contri- 
bution pour lo fond des matières traitées dans cet Appendicei contient, en dehors 
des applications à la Statique, d'importants développements sur la transformation dea 
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XIII. — Intégration graphique par anamorphose (*). 
308. Soit 

dxdf 



f f-^'^'j " 



une intégrale double prise à Tintérieur d'un contour fermé quelconque, 
les exposants m, n étant supposés entiers et positifs. Si Ton fait porter la 
première intégration sur r^ df, entre les valeurs limites ^o ^t ji que prend, 
sur le contour considéré, l'ordonnée ^ pour la valeur x de l'abscisse, on a 

X'» dx / Y^dx^ \ x'" dx {^ — ^— ) . 

Quel que soit le nombre des intersections du conlour avec la parallèle a 
l'axe des j' menée à la distance x de l'origine, l'intégrale est égale à 






-f-l «.m 



x"' dx. 



la somme étant prise le long du contour fermé, à partir de l'un quelconque 



axes; — sur les luudificatioiis de la base d'intégration; — sur le déplacement du centre 
de projection ; — sur la détermination des constantes d'intégration ; — sur la construc- 
tion des paraboles et des bypeiboles de divers ordres, données, non plus par leurs équa- 
tions, mais par un nombre suffisant de points et de tangentes; — sur la construction 
des courbes unicursales; — sur la détermination des racines des équations; — sur la 
représentation graphique des cubes de terrassements; — sur un nouveau principe de 
représentation des fonctions par l'emploi d'un système général de coordonnées; — 
sur l'application de ce principe à la construction d'un grand nombre de systèmes de 
Tableaux graphiques qui comprennent, en particulier, l'élégante et ingénieuse solu- 
tion de M. Lalanne ( 191-194); — sur l'élimination graphique; — sur la représentation 
des fonctions à trois variables w ~ f{t^ u, v) aboutissant à l'abaque de M. Lalanxe 
{/îg- ii5), dans lequel les droites enveloppées doivent, en ce cas, être considérées 
comme les traces des plans d^égale cote; — sur la construction et l'adaptation de 
quatre Tableaux représentant respectivement leà fonctions /, (x,^-, t) = o, /,(^, «, t') = o, 
/j(r', M, r") = o, /^(r", c, M») = o, et permettant de déterminer successivement les 
variables iy t'j t", w q jand on donne x, j', z, u, «", c'est-à-dire de calculer w en fonc- 
tion de cinq variables indépendantes; — sur la construction des systèmes de droites; 
— enfin, sur le problème du mouvement des terres considéré à un point de vue très 
général. 

(*) Voir Ed. Colligkon, Complément du Cours d'J naisse, etc. (Paris, 1879, p. 17 et 
suiv. ), et Traité de Mécanique, 2* Partie, Statique (a« édit,, Paris, 188 1, p. 3i5). 
Voir plus spécialement, du même auteur, Méthode géométrique d'évaluation de cer- 
taines intégrales doubles, dans le Compte rendu de la troisième session de l'Association 
française pour l'avancement des Sciences^ Congrès de Lille, 1874; et l'iote sur la cuba' 
ture des solides de révolution, dans le même Recueil, Congrès d'Alger, 1881. 
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de ses points, auquel on doit revenir après avoir décrit, dans l'un ou dans 
l'autre sens, tout le périmètre de la figure. 

Une double série d'opérations graphiques permet de ramener la formation 

de l'intégrale 1 jr"-*'^x"*dj: à l'évaluation d'une aire plane. 

309. Soit MSNS' (fig. ^02 ) le contour directeur fermé qui définit les 
valeurs correspondantes de x et de jr. Prenons sur Taxe des j une lon- 
gueur arbitraire OR =: a et menons à l'axe des .r la parallèle UT qui ren- 




contre au point T l'ordonnée d'un point quelconque S du contour. Joignons 
TO et menons par le point S, parallèlement à cette droite, le rayon SAi 
qui rencontre Taxe OX en A|. Joignons TAi et menons le rayon SAj, pa- 
rallèle à TA|, qui rencontre OX en A,. Supposons que la même construc- 
tion, répétée n -h i ft)is, conduise à déterminer finalement le point A„4.i 
sur OX et prenons, sur l'ordonnée du point S, PS, =^ PA;,^, :=^|. Le 
point Si est le point transformé de S et, en répétant un nombre convenable 
de fois la même série d'opérations, nous obtenons la courbe MiS]N|S\ , 
transformée de MSNS' . 

Les faisceaux directement égaux T (0 A I A,. . . A^] etS(AiA|A, . . . A^^i). 
dont les rayons correspondants se coupent sur la droite à Tinfini du plan. 
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sont perspectifs, et les ponctuelles projectives (G. ^2) qu'ils déterminent 
sur OX sont semblables, car elles ont comme éléments unis leur point P 
d*intersection avec TS et leur point à Tinfini (G. 57). On a dès lors, par 
régalité entre les rapports an barmoniques [G. 50] des segments limites aux 
points unis et à deux autres autres couples quelconques de points corres- 
pondants : 

PA,,^.^ ^ SP ^ r 



PA, PA, 
PO — PÂ, 



d'où 



PA 



w-^-l 



l>0 



PA 



ri j 

ou — := - 



a 



n-i I 



.V 



a 



U-f-\ 



ou 



jyn-^\ ^j^a"-^l 



et, par suite, en prenant Mj Si N^ S', pour nouveau contour directeur, 

On est ainsi conduit à remplacer rexpression pro]>osée i)ar une autre plus 
simple, puisque l'exposant de l'ordoniiéc s'y trouve réduit à l'unité. 

310. Une réduction analogue doit être opérée sur Texposant /// — i de j^. 
On prolonge à cet effet [fi^, 2o3) l'abscisse QSj du ]):)iiU Si de la pre- 



Fig. 2o3. 




mière transformée jusqu'à sa rencontre en Ui avec une parallèle VUi h OY, 
menée à la distance arbitraire OV r^ b. On mène OU] qui cou{)e S, P en Ci. 
On mène Cj Uj parallèle à OX et l'on joint OUj. On ré|)ète la construction 
m — I fois et l'on détermine ainsi le point C,„_ ^ 

Les faisceaux 00 (SjCi Cj . . . C,;,_i) et 0(CiCjCj . . . C,„_i) qui se cou- 
pent sur U| V, sont perspectifs, et les ponctuelles projectives qu'ils déter- 
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minent sur SiP sont semblables, car elles ont comme éléments unis leur 
point P d'intersection avec OD et leur point à Finfini, déterminé par l'in- 
tersection de l'axe OY, rayon du faisceau parallèle à SiP, et de la droite 
à l'infini du plan, rayon correspondant du faisceau oo . On a donc 

ps;^pc;^'"^pc;;;r,'''ï' 

d'où 

PSi ~ ^'"-* ' 

et, en désignant par /' l'ordonnée PC^-i du point C^-i, transformé du 
|K)int Si, 

En opérant la transformation pour tous les points du contour M|N| et 
en prenant l'intégrale le long du troisième contour ainsi obtenu, on a 

\ Ysx"''^(ix—- - I y'dx. 

n-hij'^' ii-r-i J^ 

Une double transformation anamorphique, effectuée au moyen du com- 
pas et de la règle, a donc fourni un contour fermé dont l'aire, multipliée 
par un facteur constant, donne Tintégrale cherchée. 

311. La méthode s'étend au cas où les exposants m, it, sans cesser 
d'être entiers, ne sont pas tous deux positifs. Il suffit, en effet, pour aug- 
menter d'une ou plusieurs unités l'exposant d'une des deux variables, 
d'effectuer un nombre convenable de fois la construction inverse de celle 
qui a permis de réduire le même exposant. 

C'est ainsi que, pour élever d'une unité l'exposant de x% on mènera 

[fig, -202) TA_-i parallèle à SO; et, pour élever d'une unité l'exposant de 

JT, on mènera (fig. 2o3) par le point Uq d'intersection de 0S| et de VUi 

la parallèle Uq C_i à OX. La méthode serait seulement en défaut pour 

JH -.-. n-~ — I , 

312. Dans le cas des exposants négatifs, on trouve quelque avantage à 
modifier la construction de la manière qui va être indiquée. 

Considérons l'intégrale double 



— dx dfy 

X 

4/ 

qui devient 






dx 



392 CALCUL GRAPHIQUE. •— APPENDICE DU TRADUCTEUR AU CHAPITRE XII. 

quand on fait porter la première intégration sur y. Le procédé du n** 309 
permettrait de réduire le coefïïcient de ^ à Tuniléy mais l'exposant négatif 
de X serait en même temps diminué d'une unité et Ton aurait à considérer 

/Y dx 
— ^« Pour éviter cet inconvénient, on commence la con- 
struction relative à chaque point S du contour primitif à transformer 
[fis^ 2<>4 ) ^Q joignant le point T, non plus à Torigine, qui est à la distance 

Fîjj. aoj. 
^LB 








A| Aj Aj 



variable PO = ^ du pied P de Tordonnée, mais à un point C, pris à la 
distance constante PC = c de P. On mène alors SA| parallèle à TC, SAj 
parallèle à TA,, SAj parallèle à TA,, el le point Sj, tel que PSj=: PA,, esl 
le transformé du point S. On a alors ( 309 ] 



PA, 
PC 



ou — = — 



et, par suite, 






On prolonge ensuite OSj jusqu'en U; on mène US' parallèle à Taxe des x 
et le point S' est le transformé définitif du point S; car on a 



PS' 
ÔV 



PS» 
ÔP 



ou ^=^. 
ri 



d'où 



3cJ ,v 3f>cJ 
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313. On a tu que la méthode est en défaut lorsque .r et y ont simulta- 
nément pour exposant l'unité ncgative. Si Ton avait à évaluer l'intégrale 
double 

dy 



'■' //^ 



-5 

prise à Tintérieur d'un contour donné, on transformerait ce contour en 
faisant correspondre à tout point (-^y ^'j» pris sur son périmètre, un point 
(.r', /') déterminé par les relations 

a:' — logx, / — logj. 

L'aire du contour transformé 



// 



dx*dy 



serait alors égale à l'intégrale ( i j prise à l'intérieur du contour primitif. 

Ce procédé d'anamorphose analytique est appliciible à toutes les intégrales 
doubles de la forme 



// 



i,f[x]^[y]djndy. 



!■■■» 



394 CALCUL GRAPHIQUE. — NOTES ADDITIONNELLES DU TIADUCTEUR. 



NOTES ADDITIONNELLES DU TRADUCTEUR. 



Note I. — Coordoimées tangentielles (i). 
31&-. Dans le système cartésien, la position d*un point S dn plan [fig^ 2o5 ' 

Fig. 2o5. 



est définie par son al»scisse SI --:- x et par son ordonnée SJ = j. Une courbe 
est déterminée, dans le même système, par une relation, /(.r,j' =ro, 
entre les coordonnées de ses points. Lorsque la relation est du premier 
degré, la courbe est une ligne droite. 

On peut considérer une courbe, non plus comme le lieu d'un point mo- 
bile, mais comme l'enveloppe d'une droite mobile. Dans ce cas, l'échange 
des éléments point et droite, effectué conformément à la loi de dualité 
( G. 20], conduit à définir une droite quelconque du plan par une abscisse u 
et par une ordonnée p, et à déterminer une courbe par la relation /"(//, «'] =^ o, 
entre les coordonnées des droites qui lui sont tangentes. La courbe se ré- 
duit à un point lorsque les droites sont concourantes. On donne aux coor- 
données de ce nouveau système le nom de coordonnées tangentielles. 



(') CiiASLEs, Traité de Géométrie supérieure, p. 3oi, 3i7, 2* édit. Paris, i88o. — 
Félix Lucas, Etudes analjrtiques sur la théorie générale des courbes planes^ p. 63, 
69, a35, Paris, 186/,. 
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Si A, B sont deux points fixes, respectivement situés. sur les axes OA, 
OBy une droite quelconque UV^ qui rencontre les mêmes axes aux points 

U, V, aura, en coordonnées tangentielles, ^tt: ^= " pour abscisse, — = v 
pour ordonnée. 

315. Si les coordonnées cTune droite mobile ont entre elles la relation 
linéaire 

(i) lu-^ f**' — V, 

dans laquelle >, fA, v sont des coefficients constants, cette droite pivote sur 
nn point fixe, 

AD étant la position de la droite mobile quand elle passe par le point A, 

tin a 

BD 

l£ r=: o, v^^ =-- 

DO 

ety par suite, 

|x_DO 

i "BÔ' 
BC étant la position de la droite quand elle passe par le point B, on a 

AC 



ety par suite, 



P—O, 


" CO 


V 


co 

' AC 


»«n l-^vw avA 


.1./^' ^ 



Substituant, dans (i), les valeurs de -\ -9 et remplaçant les coordonnées 



V V 



courantes «, v par les rapports de se^nienls qui les déterminent (3H), il 

vient 

CO AU DO BV 

iCÎJÔ"^BD V0~'' 

d'où [G. 50] 

AU 0U_ BV OV DV OV 

^^ Âc'ôc —" ~bd'od'"db*ob' 

Les rapports anharmoniques (AUOC), (DVOB) étant égaux, les ponc- 
tuelles décrites sur OA et sur OB par la droite mobile sont projectives 
(G. 52). Ces poncluelles ont d'ailleurs comme point uni leur intereec- 
tion 0; donc elles sont des sections d*un faisceau de rayons du premier 
ordre S (G. W). 
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La relation (i), à laquelle satisfont tous les rayons du faisceau S, |3eut 
être considërée comme l'équation du point S, et, en général, toute relation 
de la même forme est Péquation d'un point. 

Réciproquement, si une droite pivote sur un point S, ses coordonnées 
tangentielles satisfont à la relation ( 1 ] et Ton peut, en attribuant à Fun des 
trois coefficients >, ^i, v une valeur arbitraire, déterminer les deux autres 
de manière que cette équation représente le point Cfmsidéré. 

316. Lorsque la base AB est la droite à l'infini du plan, les rap|K)rts 

entre segments infinis ——1 -— sont tous deux égaux à Tunité (G. 197); 

le point C est en I sur la parallèle h OB, le point D en J sur la parallèle à 
OA et la relation (2) donne 

(3] 01— -f-OJ— — I. 

^ ' OU ov 

La droite UV a, dans ce cas, pour coordonnées, les valeurs inverses des 
segments OU, OV compris entre l'origine et les points où les axes sont 
respectivement rencontrés par cette droite (*]. Les rapports de coefficients 

- = 01, " ^ OJ 

V V 

sont les coordonnées cartésiennes du point S. 



(*) C'est le Byslèroc de coordonnées tangentielles pins spécialement dénommé 
système pluckerUn, Il correspond directement, suivant la loi de dualité, au système 
de coordonnées de Descartes. Le système tan (jenliel plus général, considéré au n* 315, 
correspond, en effet, à un système ponctuel dans lequel l'équation d'une droite est 
la relation linéaire entre les segments respectivement interceptés sur les axes OB, OA. 
par les faisceaui A, B, dont les rayons correspondants se coupent deux à deux sur la 
droite considérée. Un point S do cette droite, situé à l'intersection des rayons cor- 
respondants AD, BG, a, dans ce cas, pour coordonnées les rapports 77- 9 7—-- Si la 

CA tJo 

base AB passe à Tinfini, Téquation ponctuelle de la droite subit une transformation 
analogue à celle que nous menons d'établir (31G) pour l'équation tangentielle du 
point, et le système de coordonnées considéré devient précisément celui deDRscABTEs. 
(CnASLES, Traité de Géométrie supérieure, p. 3i,) et suiv. Paris, 18S0.) Sur les coor- 
données suffisantes de Dbscartes et les coordonnées surabondantes (triangulaires et 
polygonales) de Bobillicr, voir annales de Gergonne, t. XVIII, p. Si^i 18^71 ^t Pacl 
Serbet, Géométrie de direction^ p. 1 et suiv. Paris, 1869). Sur les coordonnées car- 
tésiennes comme cas particulier des coordonnées trilinéaires^ voir Salmoii, Traité de 
Géométrie analjrtique, traduction française, p. 96. Paris, 1880. Sur la corrélation 
entre le système trilinéaire, qui définit la position d'un point par les rapports mu- 
tuels de SCS distances à trois droites fixes, et le système tangentiel, qui définît une 
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317. Supposons les points A et B h distance finie et le point à Tinfini. 
Les axes sont alors parallèles {Jig. ao6), les rapports — ^ j r— sont égaux 
à Tunitë et la relation (2] devient 



(4) 



âV^"-^b5-«^='- 



Fig. ao6. 



La droite UV a donc pour coordonnées les 
segraenCs AU, BV, pris avec leurs signes et les 

/ 

V V 



rapports de coefficients -9 - sont les inverses 



— j ^rr des segments interceptes sur les axes 

parallèles par les rayons du faisceau S qui con- 
tiennent les points A, B. Les ponctuelles décrites 
sur les axes par la droite mobile sont d'ailleurs 

semblables, car leurs points à Tinfini se correspondent (G. 57). Nous 
avons déjà employé le système des coordonnées parallèles (155). 




318. Dans le cas général de la fig. 2o5, le rapport des segments inter- 
ceptés sur la base AB par la transversale OS est donné par la relation 
connue 

PB.DO.CA=: - PA.CO.DB, 
d'où (315) 

PA _ CA DO ^ f* . P 

PB ■"""" côDB ~ ~r; ~~ X' 

Dans le cas des axes parallèles (yf^. 206), le rapport —- devient égal à 



l'unité et l'on a encore (317) 

Pj\ 
PB 



CA 
DB 






par où l'on voit, en tenant compte des signes des segments, que la droite 



droite par les rapports mutuels de ses distances à trois points fixes, voir Salmo:*, loc. 
cit., p. 537. Sur les origines de la loi de dualité, Toir tome I, Géométrie de position, 
note de la page i4> Plûcker {Sjrstem der analjrtischen Géométrie, i835) a présenté, 
au point de vue purement analytique, le principe de la dualité, déjà reconnu par la 
méthode des polaires réciproques, mais Môoius avait précédemment introduit l'usage 
des coordonnées tangentieiles {Der barjrcentrische Calcul^ etc. Leipzig, 1837). 
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SP, parallèle aux axes, est située entre ces axes ou en dehors, selon que 
Ç est positif ou négatif. 

A 

319. Si le point S est situé sur AB {fig^ ao5) les points C, ▲ se con- 
fondent et Ton a (315) 

AC V 

L'équation (i) peut alors s'écrire 

-=— ?^ 

Mais les côtés du triangle OAB étant rencontrés aux poin ts U, S, Y, par 
la transversale mobile, on a 

SB.OV.AU:z^SA.OU.BV, 
d'où , 

SA_AUBV«_P 
SB ~ ÔÛ ' V ~" ;ï "" \ 

OV . 

Dans le cas de la fig, 206, le rapport — - est égal à Punité et l'on a en- 
core 

SA _ AU _ « _ _ |x 

SB~Fv~i'~" \ 

320. Pour déterminer les points G, D, où les droites BS, AS rencontrent 
respectivement les axes AU, BV, il faut faire successivement, dans (1), 
r = o, a =: o; on a (/%'. 2o5 ) 



et {fi^. 206) 



AC V BD y 



Il =1 AC r= ^ 5 !> " BD = - . 



Les mêmes relations servent à déterminer la position du point S lorsqu'il 
est sur l'un des deux axes . 

321. La distance PS (y?^. 206) du point S à la base est donnée par la 
relation 

(5) ^l^^^l^t, 

^ ' »— PS PB X 
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d'où 

).// -f- ^IP V 



PS 



> -f- p p -r À 



322. A tout système de valeurs des coordonnées tangentielles le et i^ 
correspond une droite et une seule. Si Ton donne, entre u et p, une rela- 
tion, /(«, v) ^= o, et si Ton fait varier Tune de ces coordonnées d'une 
manière continue, Tautre variant aussi d'une manière continue, la droite 
se déplace dans le plan et enveloppe une courbe dont Téquation, dans le sys- 
tème considéré, est 

/(«, p) — o. 

Si réquation est algébrique et du degré m, la courbe qu'elle représente 
est de la //!»*"• classe, c'est-à-dire qu'on peut lui mener m tangentes 
(réelles ou imaginaires) par un point quelconque du plan. 

On détermine, en effet, les tangentes qui concourent au point représenté 
])ar l'équation (i) en remplaçant u par y — pp dans la fonction proposée. 
On a ainsi la nouvelle équation 

/(v — f*p, r) = 0, 

dont les racines sont les ordonnées des m tangentes cherchées. La courbe 
admet donc m tangentes passant par un même point. 

323. Deux droites dont les coordonnées sont respectivement «jetP], 
M| et p,, se coupent en un point dont l'équation est 



V 




«'l 




^'l 




v± 


— - 


— 








— 


■ . 


u 




«1 




"1 




«J 



32i^. Si une droite, dont les coordonnées sont i^i, P|, est tangente à hi 
courbey(«, p) = o. l'équation du point de contact sera 

p — p. r/p, . . ^\f , V f^^ 

325. Soit /(a, p) l'équation d'une courbe de la classe m et soient a, p 
les coordonnées d'une droite. Si deux tangentes infiniment voisines ont 
respectivement pour coordonnées u, p et k -f- /i, p H- X-, on a 

(i) /(", »0=o^ 

[-?.] /(«-+-/', •'-f- ^■) = o- 

En se bornant aux infiniment petits du premier ordre, on a 
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soit, ù cause de (ij et [2), 

(3) v:.-f->5X-o. 

Les deux tangentes infiniment voisines se coupant sur la droite (a, p 
on a 

U — OL h 

substituant dans (3). il vient 

Les équations (i) et [4)9 prises simultanément, déterminent les tan- 
gentes {uy v) k la courbe donnée, aux points où elle rencontre la droite 

(«. p)- 

326. Les propriétés précédentes, établies pour les systèmes plans, 
s'étendent aussi aux espaces. Ainsi (*) : 

Si l *on prend sur les arêtes il *un angle trièdre trois points tels que les 
valeurs inverses de leurs distances au sommet de l'angle aient entre elles 
une relation constante de degré m, le plan mobile déterminé par ces trois 
points enveloppe une surface géométrique à laquelle on peut mener m plans 
tangents par une même droite. 

Si la relation est du premier degré, le plan mobile passe constamment 
par un point fixe. 

El réciproquement : 

Tout plan tangent à une surface géométrique , rapportée à trois axes con- 
courants quelconques y rencontre les a jcc s en trois points y tels que les valeurs 
inverses des distances de ces points à l'origine ont entre elles une relation 
constante, d'un degré égal au nombre de plans tangents qu'on peut mener 
à la sur/ace par une même droite, 

La relation est du premier degré lorsque la surface se réduit à un 
point. 

De même en coordonnées parallèles : 

Si, à partir de trois points fixes, pris respectivement sur trois axes pa^ 



(') CuASLES, Mémoire de Géométrie sur deux principes généraux de la Science : la 
dualité et l'homographie, faisant suite à V Aperçu historique, etc., a* édit., p. 63i. 
Paris, 1875. 
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railèleSy non situés dans un même plan, on porte trois segments de lon^ 
gueurs variables ajrant entre eux une relation constante de degré /w, le 
plan mobile déterminé par les extrémités de ces segments enveloppe une 
surface géométrique à laquelle on peut mener m plans tangents par une 
même droite. Le plan mobile passe constamment par un point fixe lorsque 
la relation est du premier degré. 

Et réciproquement. 



Note II. — Résolation des équations nomériques. Méthode 

de M. Maurice d'Ocagne. 

327. On a vu (174., 175) que Féquation 
(i) x'» H- /;x -r- ^ = G, 

en coordonnées cartésiennes, représente un conolde dont les génératrices 
sont projetées orthogonalement sur le plan directeur pq^ suivant les droites 
définies par les équations linéaires qu*on obtient en attribuant des valeurs 
successives au paramètre variable x; qiie l'enveloppe de ces droites est 
une courbe, dite solutive ('), de Tordre et de la classe déterminés par le 
degré de Téquatîon proposée; que, dès lors, si l'on assigne comme cote à 
chaque droite du Tableau la valeur correspondante de x, on obtient les 
racines réelles de toute équation particulière, x" -+-/?|X 4- ^i = o, dans 
laquelle /?!, 7 1 sont des coefficients numériques, en lisant les cotes des 
droites tangentes qui concourent au point piq^. 

On conçoit a priori que, en vertu de la loi de dualité, Tusage des coor- 
données tangentielles doit conduire à une solution corrélative, dans laquelle 
les ponctuelles, déterminées par les équations des droites cotées qui les 
contiennent, seront remplacées par des faisceaux de rayons, déterminés 
par les équations de leurs centres. A la suite continue de droites envelop- 
pant la courbe solutive du premier système correspondra, dans le second, 



(*) Cette courbe est la projection orthogonale sur le plan /17 de la ligne de stric- 
tion, lieu des points centraux des génératrices du conoide. Le point central d'une 
génératrice est le centre de la ponctuelle involutoire (G. 197) formée par les point» 
de contact des couples de plans tangents rectangulaires (G. 199) qui contiennent 
cette génératrice. Le point central, conjugué du point à l'infini de l'involution, est le 
point de contact du plan tangent perpendiculaire au plan asymptotique de la géné~ 
ratrice, c'est-à-dire du plan tangent perpendiculaire au plan directeur du conoide 
(De la GouBïfEBiE, Traité de Géométrie descriptive, a* partie, Paris, 1880, p. i48 et 
i5). — FiEDLER, Die darstellende Géométrie, Leipzig, 1871, n*" 93, 107-108). 

26 
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une suite continue de centres formant une courbe solutive; et, de même 
que chaque ponctuelle a an point commun avec la première courbe, 
chaque faisceau aura un rayon tangent à la seconde. Enfin, les valeurs 
des racines d*une équation proposée seront déterminées, non plus par des 
droites dont on connaît un point et la courbe enveloppe, mais par des 
faisceaux dont on connaît un rayon, en.méme temps que la courbe lieu de 
leurs centres. L^avantage du nouveau tracé consistera donc à lire les cotes 
des points d'intersection d*une courbe et d'une droite donnée, au lieu de 
lire les cotes des droites tangentes à une courbe et passant par un point 
donné (*). 

328. A la méthode de M. Lalanne, pour la résolution des équations 
numériques de tous les degrés, correspond, d*après les considérations qui 
précèdent, une méthode corrélative proposée par M. d'Ocagne(*). 

Soient m, c, (t des distances variables, portées sur trois axes parallèles, 
à partir de trois points fixes respectivement pris sur ces axes. Les systèmes 



X 



(*) 11 convient de remarquer, toutefois, que, dans la méthode si simple proposée 
par M. Lalanne, les droites du Tableau peuvent être construites d'après leurs équa- 
tions respectives, indépendamment de la solutive qui les enveloppe, et en évitant, 
par conséquent, la difflcultc graphique qui consiste à mener, par un point donné, une 
droite tangente & une courbe donnée. Dans le cas de l'équation du troisième degré 
px-h ç ~ Of dunl l'abaque est représenté par \sL/ig. 1 15, les droites cotées peuvent 

être facilement construites de la manière 
Fig. aoT. suivante (37) : On prend {^g. 207) OP=i, 

OA = Xj on mène AB perpendiculaire sur AP, 
BC perpendiculaire sur AB. La droite BC re- 
présente l'équation proposée lorsqu'on as- 
signe à ^ et à ^ les valeurs particulières ^j, ^,, 
qui déterminent l'un quelconque M de set» 
points. On a, en effet (J. Massac, Mémoire 
sur l'intégration graphique^ etc., liv. III, p. 19), 




d'où 



BO ~ X» et — -^ = .c, 



x^-hp^x -h7, = o. 



(') Maubice d'Ocagnb, Procédé nouveau de Calcul graphique^ dans \q% Annales des 
Ponts et Chaussées, Paris, i88'|, a* sem., p. 53i-54o. Voir aussi, du même auteur: 
Étude de deux systèmes de coordonnées tangentielles dans le plan : coordonnées pa- 
rallèles et coordonnées axiales, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques, Paris, 
1884, p. 4 10 et suiv. Ces deux Étndes ont été réunies dans un Mémoire tiré à part. 
(Paris, Gauthier- Villars, i885). 
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de valeurs des variables satisfaisant à Tëquation 
( I ) w" 4- ua» -f- p = G 

sont (326) les coordonnées parallèles d*un plan mo1)ile qui enveloppe la 
surface de la classe n représentée par cette équation. Lorsque l'équation 
est du premier degré, la surface se réduit à un point et tous les plans tan- 
gents appartiennent à une même gerbe (G. 6) dont ce point est le centre. 

329. Si Ton assigne à rv une valeur particulière - 9 Téquation [1} de- 
vient 

Cette relation du premier degré, entre les variables u et p, peut être 
considérée ( 315) comme Téquation d*un point S situé sur le plan des axes 
u et ç. On construit ce point {J^g. ^06) comme intersection de deux quel- 
conques des trois droites AD, BC, PS. On obtient les droites AD, BG en 
joignant Torigine A au point D, déterminé (320) par la relation 

BD = - = -9 et Torigine B au point C, déterminé pareillement par 

V À'*-* 

la relation AC = - = • On obtient PS en menant une parallèle aux 

axes par le point P qui divise AB (318) dans le rapport 

PA u 

PB'^~~X* 

On peut aussi ( 321) déterminer le point S en portant dans la direction 
de PS, à partir du point P, la longueur 

r.^ V >" I 

PS = r = r — TT • 



330. En attribuant à - des valeurs successives, on obtient, pour chacune 

y- 

d'elles, un point S, qui est situé entre les axes u et v si Ton a eu soin de 
ne prendre que des valeurs positipes (318). A côté de chaque point S, on 

inscrit sur Tépure la valeur de - qui l'a déterminé et Ton raccorde in 

suite des points cotés par une courbe continue qui est la solutive du nou- 
vel abaque. 

L'élimination de vv entre l'équation proposée et sa dérivée par rapport ù 
w donne l'équation à laquelle doivent satisfaire les coordonnées tf et i^ de 
chacune des tangentes à la solutive. 
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Quand on fait BD ou = o, le rapport rr;r = — Ç devient infini, le 

p" PB A 

point S se confond avec le point B et les coordonnées u, i» de la tangente en 
S sont nulles. La courbe est donc tangente à la base AB au point B. 

PA 

Si Ton fait BD == oo , on a en même temps AD = 00 et — = o. Le 

point P vient en A, le point S est le point à Tinfini de la direction des 
axes, et la courbe est asymptote à l'axe des u. 

Dans le passage de la position BA à la position AC, la tangente s*est dé- 
placée d-une manière continue, ses coordonnées u et v croissant graduel- 
lement, la première de o à — 00 , la seconde de o à + 00 ; en sorte que 
la courbe enveloppe, dans la partie comprise entre les axes, s'infléchit 
d*une manière continue» sans points de rebroussement ni points d'in- 
flexion. 

La parallèle aux axes menée par le point milieu de AB, pour lequel le 



qu'on le vérifie en faisant X == pdans l'expression donnée plus haut de PS. 



rapport r = 1 1 coupe la courbe à la distance PS = — | de la base, ainsi 

A 



331. Assignons à a et à p, dans Téquation (i), les valeurs numériques 
2^1, Pj. La droite dont ces valeurs sont les coordonnées rencontre la courbe 
en des points dont les cotes sont des racines positives (330) de l'équation 
proposée. 

Pour avoir les racines négatives, il faut remplacer w par — w dans 
l'équation, ce qui revient à changer le signe de «1, quand n est pair, et le 
signe de v^, quand n est impair. Les racines sont alors les cotes des points 
de rencontre de la soiutive avec la droite ( — /ii, Pj) dans le premier cas, 
avec la droite («j, — vi) dans le second. 

332. Les points de rencontre étant ordinairement situés entre deux 
points cotés, on évalue les racines, d'après les cotes de ces derniers points, 
par une simple interpolation à vue. On peut aussi lire les racines sur 
l'échelle graduée de l'un des axes, de celui des v par exemple. Il suffit 
pour cela de mener la droite qui a pour abscisse m = -h i et qui passe 
par le point P, projection sur la base AB du point de rencontre relatif à 
une racine. L'ordonnée p de cette droite est la racine cherchée, car on a 
(318) 

T'^PA"" JI '"**'' 
Lorsque Péquation proposée est du second degré, il suffit de mener BS 
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qui coupe l'ase des a en C; on a immédiatement (329) 



4o5 



-=-(^)-=-^ 



On peut éviter les constructions effectives sur le tableau en traçant une 
droite indéfinie sur un transparent mobile. Quand on place cette droite 
dans la position déterminée par les coordonnées particulières r/i, p^, elle 
coupe la solutive en des points dont les cotes sont les racines de Téqua- 
tion numérique. 

333. La fig. 208 représente la solutive pour l'équation du troisième 

Fig. 208. 



N, 




ii»sf«???.4?-«?^-î^-'----*"P 
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degré w' -h aw 4- p = o. Si Ton fait m = — 7, p = 4- 6, les racines posi- 
tives f('= I, fv 1= 2 de réquation sont données par la droite MN qui joint 
la division — 7 des 1/ à la division -h 6 des 9, La racine négative w'=z — 3 
est donnée par la droite MP qui joint la division — 7 des 1/ à la division 
— 6 des p (331). 



334. Si Ton prend la base AB comme axe des x^ Taxe des u comme 
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axe des 7*, on a 

AP=r, PB = /— J-, PS=r. 

et par suite (329) 



or. 



^ p* /i 4- A 



L^équation de la solutive en coordonnées cartésiennes est donc, après 
rédu étions ) 

On pourra obtenir cette courbe en construisant d*abord (303, 305) h\ 

parabole ^ = — — -h Sx* — 3/. r -4- /*, et en appliquant ensuite la me- 

thode de transformation du n^ 306. 

Les mêmes constructions s'étendent an cas général où, l'équation pro- 
posée étant du degré n en w^ l'éffuation transformée est du même degré en or. 

335. Si l'équation tangentielle proposée est du second degré rn k% 
i'équation cartésienne de la solution devient 

- r* -h 2/.r -H /* 

Cest la forme de l'équation d'une hyperbole du second ordre asymptote 
à Taxe des^-. 

336. Dans l'équation du second degré w^ -^ u^w -^ v^^^ o, le coeflicienL 
«1 (au signe près) et le coefHcienti'i sont respectivement égaux à la somme 
et au produit des racines. Dès lors, la droite qui passe par les points de 
la solutive cotés a, a' coupe l'axe des et à la division a + a', l'axe des 
(» à la division aa', et la solutive permet d'opérer l'addition» la soustrac- 
tion, la multiplication ou la division de deux nombres donnés. 

Si le point coté o! vient se confondre avec le point coté a, la tangente 
à la solutive en ce dernier point coupe la partie positive de l'axe des v à 
la division marquée a'. La solutive permet donc d'élever un Domb(« au 
carré. Le tracé de la tangente est facilité par cette considération qu'elle 
coupe l'axe des u à la division — as. 

L'extraction de la racine carrée est l'opération inverse de la précédente : 
on peut l'effectuer en résolvant l'équation «•»* — i> = o, c'est-à-dire en 
traçant la droite qui passe par l'origine A de l'axe des « et par la division 
— ft de l'axe des 9, 
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Note III. — Rectification graphique des lignes de bornage. 

337. Soient X, Y, Z [/!g, 209] trois points pris arbitrairement sur les 
côtés If m^ n d'un triangle ABC. Nous aurons, 
en tenant compte des conventions relatives l'>8' ^^• 

aux signes des aires (80), 

ABC -h AYZ r^ BCYZ, X/P^^-^C A^ 

BCYZ -^ BZX = YZXC, 
YZXC -r- CXY ^^ XYZ 




et, par suite, 



XYZ = ABC -t- AYZ -h BZX -f- CXY. 



Lorsc|ue le second terme de cette égalité est nul, l'aire du triangle XYZ 
est ^ale À zéro et les points X, Y, Z sont en ligne droite. 

338. Prenons à volonté, respectivement sur les droites /, niy n [fig. 210], 

Fig. 310. 




les points F, G, H et, \v\t V\x\\ quelconque G de ces points, menons à la 
droite qui joint les deux autres la parallèle GE qui coupe / en E. 
Nous aurons (337) 

FGH =r ABC -+- AGH -h BHF -h CFG, 

soit, en remarquant que 



( 



I) 



FGH = FEH:=-FHE et BHF -f-FHE r=BHE, 
ABC -t- AGH f- EHE 4- CFG — o. 



Prenons sur les droites /, ///, /? les points X, Y, Z, tels que 



(2) 



AYZ — AGH, BZX = BHE, CXY = CFG ; 
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nous nuronS| en substituant dans (i], 

ABC -^ AYZ -f- BZX -+- CXY = o; 

d'où il suit (337) que les points X, Y, Z, satisfaisant aux relations (2], 
sont en H(^ne droite. 

339. Sur trois lignes de bornage non concourantes ^ i, m, n [fig» air) 

Fig. an. 




sont respectivement trois Ironies F, G, H; deux parcelles, comprises entre 
l et m, sont séparées par la ligne FG ; €leux autres parcelles^ comprises 
entre m et /?, sont séparées parla ligne GH. On propose de substituer à la 
ligne brisée FGH une ligne droite XYZ, telle que les points X, Y, Z 
soient respectivement sur les droites /, m, n et que les contenances des quatre 
parcelles ne soient pas changées. 

On détermine le point d*intersection E de la droite / et de la parallèle 
menée par le point G à FH. On prend comme éléments d'une ponctuelle v^ 
située sur /, une suite quelconque de points Vi, V,, V,, .... On mène 
par le point F une suite de rayons, respectivement parallèles à GVj, GV„ 
GVs, . . . , qui déterminent sur m autant d'éléments Yi, Y,, Yj, ... d'une 
ponctuelle y. On mène, par le point G, des rayons respectivement parai- 
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léles à ceux qui projettent la ponctuelle y du point H et Ton obtient ainsi 
sur n les éléments Zi,Z|, Z,, . . . d'une ponctuelle z. Enfin, on mène par 
le point H des rayons parallèles à ceux qui projettent la ponctuelle z du 
point E, et Ton obtient sur / la ponctuelle Ui, U}, Uj, .... 

Les ponctuelles (^ et j, sections des faisceaux perspectifs de rayons G 
et F (G. 58), sont projectives entre elles (G. &>7]; de même les ponctuelles 
y et z, sections des faisceaux perspectifs H et G ; de même les ponctuelles 
z er «, sections des faisceaux perspectifs E et U. Les ponctuelles superpo- 
sées V t\ u sont donc projectives (G. &•!). Pour déterminer leurs points 
unis, on décrit (G. 211) dans le plan de la figure une circonférence pas- 
sant par un point S à partir duquel on projette sur la courbe : d'une part, 
en V',, Vj, V*, trois points quelconques Vj, V„ V, dei»; d'autre part, en 
l/,, U',y 13',, les trois points correspondants de u. 

Les droites V',!]*,, I?,V, se coupent en P, les droites V,!/,, U',V, en 
Q, et la droite PQ coupe la circonférence en deux points Xi, X'^ , dont les 
projections, faites du centre S sur la droite /, sont les points unis des 
ponctuelles p et n . Considérons l'un de ces points X. Le rayon mené de F, 
parallèlement à GX, coupe m au point Y, correspondant de X sur la ponc- 
tuelle /; le rayon mené de G, parallèlement à HY, coupe n au point Z, 
correspondant de Y et de X sur la ponctuelle z\ et Ton peut vérifier que 
le rayon mené de H, parallèlement à ËZ, coupe / au point X déjà déter- 
miné, ce qui doit être, puisque X est un élément uni des ponctuelles u et v. 

Les droites HY, EZ, GX étant, d'après la construction, respectivement 
parallèles aux droites GZ, HX, FY, on a 

AYZ=:AGH, BZX— BUE, CXY = CFG. 

Ce sont précisément les relations (a) du n<> 338, desquelles nous avons déjà 
conclu que les points X, Y, Z sont en ligne droite. Elles satisfont d'aiU 
leurs à la condition posée de ne pas changer la contenance des parcelles. 

A chacun des deux points unis des ponctuelles u et p correspond une 
solution théorique du problème; mais on distingue à première vue celle 
des deux solutions qui satisfait aux données pratiques ( ^ ). 

34>0. Si la ligne brisée du bornage primitif^ au lieu d'avoir un seul 
sommet G sur /;>, empruntait un segment à cette droite et se dirigeait, par 
exemple, suivant FGKL, on déterminerait le point H d'intersection de n 
et de la parallèle menée à GL par le point R et l'on pourrait, sans changer 



(*) Auslôîung einer Grenzamgleichungsaufgabe vcrmiUeUt neuerer Geomelrie, 
von C.-W. Bàur (Zeitschrift fur Fermessungswesenj 1871, p. 39-^^). 
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la contenance des parcelles comprises entre m et /?, remplacer RL par GH. 
On serait ainsi ramené au Cds précédent. 

34>1. On peut aussi envisager de la manière suivante le problème du 
n« 339. 

La condition d'équivalence des deux parcelles comprises entre les droites 
^ "^ [J^S' ^'^) ^^^ satisfaite par toutes les droites GF, GiFi, .... qui font 
avec l et m des triangles équivalents, c'est-à-dire (G. 1&>0) par toutes les 
tangentes à l'hyperbole qui a pour asymptotes les droites l et m. Pareille- 
ment, la condition d'équivalence des parcelles comprises entre les droites 
/If, n est satisfaite par toutes les tangentes GH, GiHi, ... à l'hyperbole 

Fip. a 12. 




qui a pour asymptotes m et /t. La solution du problème est donc fournie 
par la tangente XYZ commune aux deux hyperboles. 

La droite /n, asymptote commune et lieu des points d^ntersection des 
couples de tangentes correspondantes GF, GH, est un axe de collinéation 
(G. 2&>6] des systèmes plans auxquels les deux courbes appartiennent. 
Les couples de points correspondants de ces courbes, c'est-à-dire (G. 136] 
les points de contact qui divisent en deux parties égales les couples de 
segments GF, G H, sont alignés sur un centre de collinéation. Par ce 
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centre passe notamment la droite XZ, qui joint les points de contact des 
deux tangentes coi*respondantes superposées TX, YZ. 

Les ponctuelles /(F, X, Fj, . . .), /î(H, Z, Hj, . . .), projectives à la 
ponctuelle /«(G, Y, Gi, . . .)» sont projectives entre elles. Les troisièmes 
côtés FH des triangles FGH constituent donc (G. 62) un faisceau de 
rayons du second ordre. La courbe enveloppe de ce faisceau est une troi- 
sième hyperbole, car (G. 99] les points de contact M, N, situés sur les 
deux ponctuelles génératrices, c'est-à-dire (G. 64) les éléments qui corres- 
pondent au point d*intersection B des lieux de ces ponctuelles, sont, dans 
les conditions de la Ggure, en dehors des segments BI, BJ, compris entre 
le point B et les, points I, J des ponctuelles qui correspondent mutuelle- 
ment aux points à l'infini de leurs directions. 

On voit d'ailleurs que FH coïncide avec AC lorsque G est le point à Pin- 
fini de m et avec XZ lorsque G vient en Y. A mesure que, dans son mou- 
vement continu, le rayon FH s'approche de l'une ou de l'autre de ces 
positions, son intersection avec m dans le premier cas, avec XY dans le 
second, s'éloigne toujours davantage vers les points à l'infini de ces droites. 
Les rayons m et XZ du faisceau du second ordre sont coupés, respecti- 
vement, par les rayons infiniment voisins, en des points infiniment voisins 
de leurs points à l'intini. En d'autres termes, m et XZ sont les asymptotes 
de la troisième hyperbole. 



FIN DU CALCUL GRAPHIQUE. 
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